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Aquestes notes de Geometria diferencial de corbes i superf´ıcies so´n els
apunts de classe del curs de 6 cre`dits ECTS del mateix nom que he impartit
al grau de Matema`tiques de la Universitat de Barcelona els cursos 2011-12
i 2012-13. Quant al contingut, es tracta d’un curs esta`ndard d’aquesta
mate`ria, amb les limitacions pro`pies de la curta durada dels plans docents
actuals.
Sense perdre de vista els exemples, he orientat el curs cap a alguns dels
aspectes teo`rics, especialment de les propietats locals amb l’objectiu de
descriure els invariants me`trics de les corbes i superf´ıcies de l’espai euclidia`
R3. Alguns d’aquests invariants ho so´n respecte dels moviments de l’espai
ambient, mentre que d’altres, en concret la curvatura de Gauss i la curva-
tura geode`sica, ho so´n respecte de les isometries entre superf´ıcies, el que
s’anomena la geometria intr´ınseca de les superf´ıcies.
Tractant-se d’un primer curs de Geometria diferencial he fet una aproxima-
cio´ elemental amb les eines ba`siques del ca`lcul diferencial i de la geometria
lineal. Totes les definicions i resultats poden ser contrastats amb exemples
senzills i amb les fo´rmules cla`ssiques.
El text consta de tres cap´ıtols. En el primer abordem la teoria de corbes
planes i de l’espai. El concepte de corba usat e´s el de trajecto`ria d’un punt
mo`bil, anomenat corba parametritzada. Amb les condicions de regularitat
convenients definim els seus invariants: longitud d’un arc, curvatura i tor-
sio´, tots ells funcions escalars que no depenen de l’eleccio´ del para`metre de
la corba ni de les coordenades de l’espai. Introdu¨ım tambe´ el tr´ıedre de Fre-
net aix´ı com les fo´rmules de Frenet, que estableixen el sistema d’equacions
diferencials que determina una corba en funcio´ dels seus invariants. Aquest
resultat l’enunciem com el teorema fonamental de la teoria de corbes de
l’espai.
En el segon i tercer cap´ıtols estudiem les superf´ıcies. Despre´s d’introduir el
concepte de superf´ıcie parametritzada i l’exemple de les superf´ıcies regla-
des, passem a estudiar la me`trica o primera forma fonamental. Acabem el
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segon cap´ıtol amb les definicions de superf´ıcie regular de l’espai i de funcio´
diferenciable sobre una superf´ıcie.
La diferencial d’una funcio´, en concret del camp de vectors normals, ano-
menat aplicacio´ de Gauss, e´s el que ens permet, en el tercer i darrer cap´ıtol,
la introduccio´ de les curvatures d’una superf´ıcie. Comencem amb la cur-
vatura de Gauss i la curvatura mitjana, que so´n el determinant i la trac¸a
d’un operador sime`tric sobre el pla tangent de la superf´ıcie, la diferencial
de l’aplicacio´ de Gauss, i a continuacio´ introdu¨ım la curvatura normal i la
curvatura geode`sica d’una corba sobre una superf´ıcie. La curvatura normal
s’estudia mitjanc¸ant la segona forma fonamental de la superf´ıcie, que e´s la
forma quadra`tica associada a la diferencial de l’aplicacio´ de Gauss. L’es-
tudi de la geometria de la superf´ıcie com a subvarietat de l’espai euclidia`
R3 es completa amb les l´ınies de curvatura, asimpto`tiques i geode`siques.
Per l’estudi de les geode`siques introdu¨ım els s´ımbols de Christoffel, que
depenen nome´s dels coeficients de la primera forma fonamental.
La darrera part del tercer cap´ıtol esta` dedicada al teorema fonamental de
la teoria local de superf´ıcies de R3. Aquest teorema afirma que la primera
i la segona formes fonamentals fan el mateix paper que la longitud d’arc
i la curvatura de les corbes planes, en el sentit que determinen completa-
ment la superf´ıce parametritzada, llevat de moviments de R3. Tanmateix,
aquestes dades no so´n independents entre elles, ja que estan lligades per
certes relacions de compatibilitat que provenen del teorema de Schwartz
sobre la identitat de derivades creuades en dues variables. Una d’aques-
tes condicions de compatibilitat ens mostra, de manera sorprenent, que la
curvatura de Gauss es pot calcular nome´s amb la primera forma fonamen-
tal i les seves derivades, a trave´s dels s´ımbols de Christoffel, mitjanc¸ant
la fo´rmula de Gauss. Aquest resultat e´s conegut com a teorema egregium
de Gauss, que el mateix Gauss va publicar en la memo`ria de l’any 1827
(vegeu [G]), i que marca el tret de sortida d’una nova idea de la geometria,
desenvolupada me´s tard per Riemann (vegeu [R]) i d’altres. Una primera
i cabdal consequ¨e`ncia d’aquesta fo´rmula e´s que si una superf´ıcie admet
una carta isome`trica, e´s a dir, una carta que conserva les longituds de les
corbes, aleshores la curvatura de Gauss d’aquesta superf´ıcie s’anul·la. Una
aplicacio´ d’aquest resultat e´s una demostracio´ de la impossibilitat de fer
un mapa sense distorsions d’una part de la superf´ıcie terrestre, per petita
que sigui.
Les propietats de la superf´ıcie que depenen nome´s de la primera forma
fonamental s’anomen propietats de la geometr´ıa intr´ınseca de la superf´ıcie.
Gra`cies a la fo´rmula de Gauss sabem que la curvatura de Gauss forma part
de la geometria intr´ınseca. Tambe´ en formen part les geode`siques. Queda
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per un curs me´s avanc¸at l’estudi de les propietats de mı´nima dista`ncia de
les geode`siques. Amb hipo`tesis addicionals adequades, les geode`siques fan
el paper de les rectes en el context me´s general de les superf´ıcies amb una
me`trica riemanniana. E´s en aquest context en el qual es poden formular els
axiomes d’una geometria en el sentit cla`ssic. L’estudi de les solucions d’a-
quests axiomes condueix a les superf´ıcies de curvatura constant, connexes
i completes, els models de les quals so´n el pla (K = 0), l’esfera (K > 0) i el
pla hiperbo`lic (K < 0), i els seus quocients per l’accio´ de grups pro`piament
discontinus d’isometries (vegeu [W]).
Aquest text esta` fortament inspirat en el magn´ıfic llibre de Do Carmo
[DC]. Altres refere`ncies modernes so´n les monografies de Klingenberg [K] i
de Montiel-Ros [MR]. El llibre de Struik [S2] e´s una bona refere`ncia escrita
en un estil me´s cla`ssic.
La correccio´ ortogra`fica de la versio´ del 2013 la va fer la Sra. Teresa
Sandiumenge, amb el suport dels Serveis Lingu¨´ıstics de la Universitat de
Barcelona. Aquesta segona versio´ dels apunts conte´ diverses correccions
que m’han fet arribar els estudiants del curs 2013-14. Gra`cies a tots ells.
Malgrat aixo`, les errades que pogueu trobar en el text encara so´n respon-
sabilitat del autor.
iv F. GUILLE´N
I´ndex
0. Preliminars 1
0.1. Geometria lineal 1
0.2. Ca`lcul diferencial i integral 4
1. Corbes 7
1.1. Para`metre longitud d’arc 7
1.2. Trajecto`ries puntuals, rectil´ınies i planes 10
1.3. Corbes planes: curvatura i teorema fonamental 14
1.4. Corbes de l’espai: curvatura i torsio´ 19
1.5. Corbes de l’espai: Teorema fonamental 23
2. Superf´ıcies. La me`trica 29
2.1. Superf´ıcies parametritzades 29
2.2. Superf´ıcies reglades 32
2.3. La me`trica o primera forma fonamental 41
2.4. Canvis de para`metre 45
2.5. Superf´ıcies regulars 47
2.6. Funcions i aplicacions diferenciables 51
2.7. Pla tangent. Derivada 53
3. Superf´ıcies. La curvatura 57
3.1. L’endomorfisme dN. Curvatura 57
3.2. La segona forma fonamental 61
3.3. Curvatura normal i curvatura geode`sica 65
3.4. L´ınies asimpto`tiques 69
3.5. L´ınies de curvatura 74
3.6. S´ımbols de Christoffel 77
3.7. Geode`siques 80
3.8. Fo´rmula de Gauss 83
3.9. Teorema de Bonnet 87
Refere`ncies 91
GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CORBES I SUPERFI´CIES 1
0. Preliminars
Sigui n > 0 un enter, que pot ser arbitrari pero` estem interessats u´nicament
en els casos n = 2 i n = 3. Com e´s usual en l’Ana`lisi, considerem Rn si-
multa`niament com un espai vectorial euclidia` orientat (aleshores els seus
elements so´n anomenats vectors), i tambe´ com un espai af´ı euclidia` i ori-
entat (aleshores els seus elements so´n anomenats punts). Suposem que la
base cano`nica (ei)1≤i≤n de Rn e´s una base ortonormal positiva.
0.1. Geometria lineal.
0.1.1. Producte escalar.
En el que segueix, u1,u2, · · · ,un denotara` una base ortonormal positiva
(BOP) arbitra`ria, e´s a dir, {ui}1≤i≤n e´s una base positivament orientada
de Rn tal que 〈ui,uj〉 = δij (delta de Kronecker). Si v =
∑
i viui i w =∑
iwiui, aleshores el producte escalar de v per w e´s
〈v,w〉 = v1w1 + v2w2 + · · ·+ vnwn, (0.1)
i la norma o mo`dul de v e´s |v| = √〈v,v〉. Si 〈v,w〉 = 0 diem que v i w
so´n ortogonals, i si |v| = 1 diem que v e´s unitari.
Si v i w so´n dos vectors ortogonals es te´ el teorema de Pita`gores:
|v + w|2 = |v|2 + |w|2.
Si v ∈ Rn aleshores
v =
n∑
i=1
〈v,ui〉 · ui. (0.2)
Si v,w ∈ Rn se satisfa` la desigualtat de Schwartz:
|〈u,v〉| ≤ |u| · |v|.
Si v i w so´n diferents de 0, existeix un u´nic θ ∈ [0, pi] tal que 〈v,w〉 =
|v| · |w| · cos θ. Direm que θ e´s l’angle (no ordenat) entre v i w (no depe`n
de l’ordre (v,w)). Se satisfa` la fo´rmula sege¨nt, coneguda com el teorema
del cosinus:
|v −w|2 = |v|2 + |w|2 − 2|v| · |w| · cos θ.
0.1.2. Volum i producte mixt.
Siguin v1,v2, · · · ,vp un conjunt ordenat de p vectors de Rn. La matriu
p× p formada pels productes escalars gij = 〈vi,vj〉, s’anomena matriu de
Gram. El seu determinant
G(v1,v2, · · · ,vp) = det (gij)
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e´s no negatiu i s’anomena determinant de Gram de (v1, . . . ,vp).
El paral·lelep´ıpede de dimensio´ p generat per (v1, . . . ,vp) e´s{
p∑
i=1
xivi ∈ Rn ; xi ∈ [0, 1], ∀i
}
,
i el seu volum p-dimensional e´s l’arrel quadrada del determinant de Gram,
volp(v1, . . . ,vp) =
√
G(v1, . . . ,vp).
Si p = n i vj =
∑
i vjiui el determinant
[v1,v2, · · · ,vn] := detBOP (v1,v2, · · · ,vn) =
∣∣∣∣∣∣
v11 v21 · · · vn1
...
... . . .
...
v1n v2n · · · vnn
∣∣∣∣∣∣ (0.3)
no depe`n de la base ortornormal positiva. Se satisfa`
[v1,v2, · · · ,vn] = ±voln(v1, . . . ,vn)
i, quan e´s no nul, el seu signe e´s el signe de la base ordenada (v1,v2, · · · ,vn).
Si n = 3, l’escalar [v1,v2,v3] s’anomena el producte mixt dels tres vectors
(v1,v2,v3) i tambe´ es denota per (v1,v2,v3).
0.1.3. Geometria lineal del pla R2.
L’angle orientat θ entre dos vectors no nuls v i w de R2 e´s un refinament de
l’angle no ordenat definit abans. L’angle θ esta` determinat per les relacions
〈v,w〉 = |v| · |w| · cos θ (no depe`n de l’orientacio´)
[v,w] = |v| · |w| · sin θ. (0.4)
Aquest angle te´ en compte l’ordenacio´ (v,w) i tambe´ l’orientacio´ del pla
R2. Si canviem l’ordre (v,w) per (w,v), o be´ canviem l’orientacio´ del pla,
el signe de θ canvia.
Si u = (u1, u2) e´s un vector unitari de R2, existeix un u´nic vector v tal
que (u,v) e´s una base ortonormal positiva. Aquest vector te´ coordenades
v = (−u2, u1). Per a tot w = (w1, w2) ∈ R2 se satisfa`
〈v,w〉 = [u,w].
Si L : R2 −→ R2 e´s una isometria lineal, aleshores
〈Lv, Lw〉 = 〈v,w〉, [Lv, Lw] = (detL) · [v,w].
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0.1.4. Geometria lineal de l’espai R3.
El producte vectorial de dos vectors v i w e´s el vector
v ∧w =
∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣v2 v3w2 w3
∣∣∣∣u1 + ∣∣∣∣v3 v1w3 w1
∣∣∣∣u2 + ∣∣∣∣v1 v2w1 w2
∣∣∣∣u3. (0.5)
Aquest vector no depe`n de la BOP escollida. Els vectors v i w so´n lineal-
ment dependents si i nome´s si v ∧w = 0.
Si θ e´s l’angle (no ordenat) entre els vectors v i w (o qualsevol angle amb
el mateix cosinus, per exemple −θ), aleshores
〈v,w〉 = |v| · |w| · cos θ,
|v ∧w| = |v| · |w| · | sin θ|. (0.6)
La relacio´ entre el producte vectorial i el producte mixt de tres vectors e´s
〈u ∧ v,w〉 = [u,v,w]. (0.7)
Si v i w so´n linealment independents, aleshores la direccio´ de v ∧w e´s la
u´nica direccio´ que` e´s simulta`niament ortogonal a v i a w.
Si v1,v2,w1,w2 ∈ R3 aleshores es te´ la fo´rmula de Lagrange
〈v1 ∧ v2,w1 ∧w2〉 =
∣∣∣∣v1 ·w1 v1 ·w2v2 ·w1 v2 ·w2
∣∣∣∣ . (0.8)
Si L : R3 −→ R3 e´s una isometria lineal aleshores
〈Lv, Lw〉 = 〈v,w〉,
L(v) ∧ L(w) = (detL) · L(v ∧w),
[Lu, Lv, Lw] = (detL) · [u,v,w].
Si L iM so´n dues rectes de R3, l’angle θ ∈ [0, pi2 ] entre L iM e´s el mı´nim dels
angles (no ordenats) que formen els seus vectors directors. Si v i w denoten
vectors directors de L i M respectivament, l’angle θ esta` determinat per la
seva tangent trigonome`trica
tan θ =
|v ∧w|
|〈v,w〉| .
Aquest angle no depe`n de l’ordre de la parella (L,M) ni de l’eleccio´ dels
vectors directors.
Si L i Π so´n una recta i un pla de R3 respectivament, l’angle θ entre L i Π
e´s pi/2 − ω, on ω ∈ [0, pi/2] denota l’angle entre la recta L i una recta M
normal a Π. L’angle θ ∈ [0, pi/2] esta` determinat per
tan θ =
1
tanω
.
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0.2. Ca`lcul diferencial i integral.
Sigui U un subconjunt obert de Rn. En el que segueix, una aplicacio´
diferenciable f : U −→ Rm e´s una aplicacio´ de clase C∞, e´s-a-dir, una
aplicacio´ amb derivades parcials de tots els ordres.
0.2.1. Derivacio´ en una variable. Sigui v : I −→ Rn una aplicacio´n dife-
renciable definida en un interval obert I de R. La seva derivada es calcula
per components: si v(t) =
∑
1≤i≤n vi(t)ei aleshores
v′(t) =
∑
1≤i≤n
v′i(t)ei.
Siguin u, v, w : I −→ Rn aplicacions diferenciables i f : I −→ R una
funcio´ diferenciable. Se satisfa`
(v + w)′ = v′ + w′
(f · v)′ = f ′ · v + f · v′
〈v,w〉′ = 〈v′,w〉+ 〈v,w′〉
[u,v]′ = [u′,v] + [u,v′], si n = 2
(v ∧w)′ = v′ ∧w + v ∧w′, si n = 3
(u,v,w)′ = (u′,v,w) + (u,v′,w) + (u,v,w′), si n = 3
0.2.2. Integracio´ d’una variable.
Sigui I = [a, b] un interval compacte de R. La integral d’una aplicacio´
cont´ınua v : I −→ Rn, v(t) = ∑i vi(t)ei, es calcula per components:∫ b
a
v(t) · dt =
∑
i
(∫ b
a
vi(t)dt
)
· ei.
Si w(t) =
∫ t
a v(t) · dt aleshores se satisfa` w′(t) = v(t), ∀t ∈ I.
Siguin u,v : I −→ Rn i f : R −→ R cont´ınues, λ ∈ R, i v0 ∈ Rn. Se satisfa`∫ b
a
(v + w) · dt =
∫ b
a
v · dt+
∫ b
a
w · dt∫ b
a
λ · v · dt = λ ·
∫ b
a
v · dt∫ b
a
f · v0 · dt =
(∫ b
a
f · dt
)
· v0.
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0.2.3. Teorema del canvi de variable.
Sigui ϕ : J −→ I un difeomorfisme entre dos intervals oberts de R, e´s a
dir, ϕ e´s diferenciable, bijectiva i amb inversa ϕ−1 : I −→ J diferenciable.
En particular, la derivada ϕ′(u) e´s no nul·la, ∀u ∈ J . Si ϕ′ > 0 diem que
el difeomorfisme ϕ e´s positiu. Per a tota funcio´ cont´ınua f : I −→ R, i
∀u0, u1 ∈ J se satisfa`∫ ϕ(u1)
ϕ(u0)
f(t)dt =
∫ u1
u0
f(ϕ(u))ϕ′(u)du.
0.2.4. Determinacio´ cont´ınua de l’angle.
Sigui I un interval de R. Si v : I −→ R2 e´s una aplicacio´ cont´ınua tal
que |v(t)| = 1, per a tot t ∈ I, aleshores existeix una aplicacio´ cont´ınua
θ : I −→ R tal que
v(t) = (cos θ(t), sin θ(t)).
A me´s, la funcio´ θ esta` determinada de manera u´nica, llevat de l’addicio´
d’un mu´ltiple enter de 2pi. Si v e´s diferenciable, aleshores θ tambe´ ho e´s.
0.2.5. Derivacio´ en diverses variables.
Siguin U un subconjunt obert de Rn i f : U −→ Rm una aplicacio´ dife-
renciable. Si p ∈ U , la diferencial de f en p e´s una aplicacio´ lineal per
dpf : Rn −→ Rm. L’aplicacio´ dpf s’identifica amb la seva matriu en les
bases cano`niques, la matriu de les derivades parcials de primer ordre
dpf =
(
Dif
j(p)
)
i,j
, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m,
on f = (f 1, . . . , fm) so´n les components de f . Si n = 1, dpf s’identifica
amb el vector f ′(p) = dpf(1) ∈ Rm.
Si F : Rn −→ Rm e´s una transformacio´ af´ı de la forma
F (x) = p+ L(x), ∀x ∈ Rn,
on p ∈ Rn e´s un punt i L : Rn −→ Rm e´s una aplicacio´ lineal, aleshores
dxF = L, per a tot x ∈ Rn.
Si U e´s un obert connex de Rn i f : U −→ Rm e´s una aplicacio´ diferenciable
tal que dpf = 0 per a tot p ∈ U , aleshores f e´s una aplicacio´ constant.
0.2.6. Regla de la cadena.
Siguin U un obert de Rn, V un obert de Rm i f : U −→ Rm, g : V −→ Rp
dues aplicacions diferenciables. Si f(U) ⊂ V , la composicio´ h := g ◦ f
esta` ben definida i e´s una aplicacio´ diferenciable h : U −→ Rp. Si p ∈ U
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i q := f(p), aleshores dph = (dqg) ◦ (dpf). Aquesta equacio´ matricial e´s
equivalent al sistema d’equacions escalars
Dih
j(p) =
∑
k
Dkg
j(q) ·Difk(p), ∀i, j.
En particular, si ϕ : J −→ I e´s una funcio´ diferenciable entre dos intervals
oberts de R, v : I −→ Rn una aplicacio´ diferenciable i F : U −→ Rm una
aplicacio´ diferenciable definida en un obert U de Rn i tal que v(I) ⊂ U ,
aleshores
(F ◦ v ◦ ϕ)′(u) = (dv(ϕ(u))F) ( ϕ′(u) · (v′(ϕ(u))) ) .
Si F : Rn −→ Rm e´s una transformacio´ af´ı, F (x) = p + L(x), la fo´rmula
anterior es redueix a
(F ◦ v ◦ ϕ)′(u) = ϕ′(u) · L
(
v′(ϕ(u))
)
.
0.2.7. Teorema de la funcio´ impl´ıcita.
Sigui U un obert de Rn = Rp×Rq, i f : U −→ Rq una aplicacio´ diferencia-
ble. Si per a (x0, y0) ∈ U se satisfa`1
det
∂f
∂y
(x0, y0) 6= 0,
aleshores existeix un entorn obert de (x0, y0) de la forma V ×W ⊂ U i
una funcio´ diferenciable g : V −→ W amb g(x0) = y0, tals que, per a tot
(x, y) ∈ V ×W , les equacions f(x, y) = 0 i y = g(x) so´n equivalents.
0.2.8. Teorema d’existe`ncia de Cauchy.
Siguin I un interval obert de R, U un obert de Rn i F : I × U −→ Rn
una aplicacio´ diferenciable. Per a cada (t0,x0) ∈ I ×U existeix un interval
obert J ⊂ I, amb centre t0, tal que existeix una u´nica solucio´ x : J −→ Rn
de l’equacio´ diferencial amb valor inicial
x′(t) = F (t,x), x(t0) = x0.
Si, a me´s, F e´s una aplicacio´ de la forma F (t,x) = A(t) · x + b(t), on A(t)
e´s una matriu n× n, aleshores la solucio´ esta` definida en l’interval I.
1∂f
∂y (x0, y0) denota la diferencial en y0 de l’aplicacio´ y 7→ f(x0, y).
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1. Corbes
1.1. Para`metre longitud d’arc.
Una corba parametritzada de R3 e´s la trajecto`ria descrita per un punt
mo`bil a l’espai. Les seves coordenades, que depenen del temps, descriuen
una aplicacio´ de l’interval del temps a l’espai. En general una corba pa-
rametritzada de Rn e´s una aplicacio´ diferenciable d’un interval de la recta
real a Rn. En aquest cap´ıtol desenvoluparem la teoria de corbes planes i
de l’espai tridimensional2.
Definicio´ 1.1.1. Una corba parametritzada de Rn e´s una aplicacio´ diferen-
ciable
α : I −→ Rn,
definida en un interval obert I de R. La variable t ∈ I s’anomena el
para`metre de la corba. El subconjunt {α(t); t ∈ I} de Rn s’anomena la
trac¸a o trajecto`ria de α.
Exemple 1.1.2. Siguin a, b ∈ R i α la corba parametritzada
α(t) = (a cos t, a sin t, bt).
Si a = b = 0, la trac¸a de α e´s un punt. Si a = 0 i b 6= 0, la trac¸a de
α e´s una recta. Si a > 0 i b = 0, la trac¸a de α e´s una circumfere`ncia
de radi a. Si a, b 6= 0, α s’anomena una he`lice circular. (Vegeu http :
//en.wikipedia.org/wiki/Helix.)
Sigui α : I −→ R3 una corba parametritzada. La derivada α′(t0) de α en el
punt t0 ∈ I correspon al concepte cinema`tic de vector velocitat instanta`nia
de α a l’instant t0 (vegeu http : //es.wikipedia.org/wiki/V elocidad). Si
la velocitat α′(t0) no s’anul·la, α′(t0) defineix la direccio´ de la corba a t0.
Si α′(t0) = 0, la trajecto`ria s’atura momenta`niament a l’instant t0 i, en
general, α no te´ una direccio´ definida a t0. Un punt t0 d’aquest tipus es
diu singular.
Definicio´ 1.1.3. Sigui α : I −→ Rn una corba parametritzada.
(1) El vector α′(t) ∈ Rn s’anomena el vector velocitat de α en el punt t, i
el seu mo`dul, l’escalar
c(t) = |α′(t)|,
s’anomena la celeritat de α a t. El punt t0 es diu singular si α
′(t0) = 0, i
1-regular si α′(t0) 6= 0. Si t e´s un punt 1-regular, el vector
t(t) =
α′(t)
|α′(t)|
2A http : //en.wikipedia.org/wiki/Differential geometry of curves trobareu un breu resum de la
teoria de corbes a l’espai de n dimensions.
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s’anomena el vector tangent unitari de α a t. La recta que passa per α(t)
i te´ com a vector director t(t) s’anomena la recta tangent a α en el punt t.
Es diu que α e´s 1-regular si α′(t) 6= 0, ∀t ∈ I.
(2) El vector α′′(t) s’anomena acceleracio´ de α a t. Si α′(t0) i α′′(t0) so´n
linealment independents es diu que t0 e´s un punt 2-regular. En el cas
contrari, el punt s’anomena d’inflexio´. Es diu que α e´s 2-regular si t e´s
2-regular, ∀t ∈ I.
La mateixa trajecto`ria es pot reco´rrer amb diferents celeritats. En l’exem-
ple 1.1.2 anterior podem reco´rrer l’he`lice amb celeritat doble,
β(t) = (a cos 2t, a sin 2t, 2bt).
Per a comparar dues formes diferents de reco´rrer la mateixa trajecto`ria
utilitzarem el concepte de canvi de para`metre.
Definicio´ 1.1.4. Sigui α : I −→ Rn, t 7→ α(t), una corba parametritzada.
Un canvi de para`metre e´s un canvi de variable en el para`metre t, e´s a dir,
un difeomorfisme
h : J −→ I, u 7→ t = h(u)
on J e´s un interval obert de R. Si h′ > 0 el canvi de para`metre h s’anomena
positiu, i negatiu en cas contrari.
Si h e´s un canvi de para`metre, la reparametritzacio´ de α per h e´s la corba
parametritzada β = α ◦ h, e´s a dir,
β : J −→ Rn, β(u) = α(h(u)).
Recordem que un desplac¸ament de Rn e´s una transformacio´ af´ı F : Rn −→
Rn que conserva les dista`ncies, e´s a dir, e´s de la forma F (x) = p0 + A(x),
on A e´s una isometria lineal. Es diu que el desplac¸ament F e´s positiu si
detA > 0, i negatiu en cas contrari.
Definicio´ 1.1.5. Siguin α : I −→ Rn una corba parametritzada i F :
Rn −→ Rn un desplac¸ament de Rn. La composicio´
β = F ◦ α : I −→ Rn, t 7→ F (α(t)),
defineix una corba parametritzada β : I −→ Rn, anomenada corba des-
plac¸ada de α respecte del desplac¸ament F .
Dues corbes α i β es diuen congruents si β e´s la corba desplac¸ada de
α respecte d’algun desplac¸ament. Es diuen positivament congruents si el
desplac¸ament e´s positiu.
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Definicio´ 1.1.6. Sigui α : I −→ Rn una corba parametritzada. Siguin
t0, t1 ∈ I. La longitud de l’arc de α entre t0 i t1 e´s l’escalar
long(α; t0, t1) =
∫ t1
t0
|α′(t)|dt.
(Vegeu http : //en.wikipedia.org/wiki/Arc length.)
Sigui t0 ∈ I. La funcio´ s : I −→ R definida per
t 7→ s(t) :=
∫ t
t0
|α′(t)|dt
s’anomena funcio´ longitud d’arc amb origen d’arcs a t0.
A continuacio´ veurem la invaria`ncia de la longitud d’arc i del vector tangent
unitari per canvis positius del para`metre.
Proposicio´ 1.1.7. Siguin α : I −→ Rn una corba parametritzada 1-
regular, h : J −→ I un canvi positiu del para`metre i β = α ◦ h.
(1) La corba β e´s 1- regular i tβ = tα ◦ h.
(2) Per a tot u0, u1 ∈ J se satisfa`
long(β, u0, u1) = long(α, h(u0), h(u1)).
En particular, si t0 = h(t0) i sα denota la funcio´ longitud d’arc de α amb
origen a t0, i sβ denota la funcio´ longitud d’arc de β amb origen a u0,
aleshores
sβ = sα ◦ h.
Demostracio´. Tenint en compte que h′ > 0 resulta |β′(u)| = h′(u)·|α′(h(u))|.
Per tant, β e´s 1-regular si α ho e´s. A me´s, usant la fo´rmula del canvi de
variable resulta∫ t1
t0
|α′(t)|dt =
∫ u1
u0
|α′(h(u)| · h′(u)du =
∫ u1
u0
|β′(u)|du.

Exemple 1.1.8. Continuant amb l’exemple 1.1.2
α′(t) = (−a sin t, a cos t, b),
|α′| =
√
a2 + b2 =: c
t(t) =
1
c
(−a sin t, a cos t, b)
Per tant la longitud de l’arc de α entre t0 i t1 e´s c(t1 − t0), i la funcio´
longitud d’arc amb origen a t = 0 e´s s(t) = ct.
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Definicio´ 1.1.9. Es diu que el para`metre t d’una corba parametritzada
t 7→ α(t) e´s un para`metre longitud d’arc si |α′(t)| = 1, ∀t.
Observacio´ 1.1.10. Sigui t 7→ α(t) una corba parametritzada 1-regular.
El para`metre t e´s un para`metre longitud d’arc de α si, i nome´s si, per a
tot t0, t1 ∈ I, se satisfa`
long(α; t0, t1) = t1 − t0.
Proposicio´ 1.1.11. Sigui α una corba parametritzada 1-regular, t0 ∈ I
i h : J −→ I un canvi positiu del para`metre tal que h(0) = t0. Sigui
β = α ◦ h. Aleshores |β′| = 1 si i nome´s si t = h(s) e´s la funcio´ inversa de
s(t) =
∫ t
t0
|α′(t)|dt
Demostracio´. Es te´ h′ > 0, ja que h e´s positiu. Si |β′| = 1 aleshores
h′(u) · |α′(h(u))| = 1, per tant
(s ◦ h)′(u) = s′(h(u)) · h′(u) = |α′(h(u))| · h′(u) = 1.
A me´s, s(h(0)) = s(t0) = 0, per tant (s ◦ h)(u) = u, ∀u ∈ J .
Rec´ıprocament, si denotem per h la funcio´ inversa de t 7→ s(t) aleshores
(h−1)′(t) =
ds
dt
(t) = |α′(t)|,
h′(u) =
1
|α′(h(u))| ,
i per tant
|β′(u)| = h′(u) · |α′(h(u))| = 1.

Exemple 1.1.12. En l’exemple 1.1.2, amb c 6= 0, es te´, prenent t = 0 com
a origen d’arcs, s(t) = ct. Fent el canvi de para`metre s 7→ t = sc , funcio´
inversa de t 7→ s = ct, obtenim la reparametritzacio´
β(s) = α
(s
c
)
=
(
a cos
1
c
s, a sin
1
c
s,
b
c
s
)
.
1.2. Trajecto`ries puntuals, rectil´ınies i planes.
Si en un moviment la velocitat s’anul·la en tots els punts, la trajecto`ria e´s
un punt.
Proposicio´ 1.2.1. Sigui α una corba parametritzada. La trajecto`ria de α
e´s un punt si, i nome´s si, α′ = 0 (equivalentment, la funcio´ longitud d’arc
e´s idee`nticament nul·la).
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Demostracio´. Com que I e´s un interval connex, si α′ = 0 resulta que α e´s
constant. Rec´ıprocament, si α e´s constant la seva derivada e´s ide`nticament
nul·la. 
A la dina`mica cla`ssica, pel moviment α : I −→ R3 d’una part´ıcula material
sota l’accio´ d’un camp de forces F , la segona llei de Newton afirma que
F (α(t)) = m · α′′(t), on m e´s la massa de la part´ıcula. Per tant, α′′ ens
indica la direccio´ en que` es corba la trajecto`ria sota l’efecte del camp F .
Vegem com usar α′′ per estudiar si la trajecto`ria de α e´s rectil´ınia o no.
Lema 1.2.2. Siguin v,w : I −→ Rn aplicacions diferenciables. Si 〈v(t),w(t)〉
e´s constant, aleshores
〈v′,w〉 = −〈v,w′〉.
En particular, si |v(t)| e´s constant, 〈v,v′〉 = 0.
Demostracio´. Derivant la relacio´ 〈v,w〉 = c, on c e´s constant, obtenim
〈v′,w〉+〈v,w′〉 = 0. Si w = v, com que 〈v′,v〉 = 〈v,v′〉, obtenim 〈v,v′〉 =
0. 
Lema 1.2.3. Si v : I −→ Rn e´s una aplicacio´ diferenciable i v(t) 6= 0, ∀t,
aleshores so´n equivalents:
(1) v e´s paral·lel a una direccio´ fixa (e´s a dir, v|v| e´s constant).
(2) v(t) i v′(t) so´n linealment dependents, per a tot t ∈ I. (Si n = 2 aixo`
equival a [v,v′] = 0 i, si n = 3, a |v ∧ v′| = 0.)
Demostracio´. Suposem (1). Sigui v = f · v0, amb v0 = v(t)|v(t)| , que e´s un
vector constant de mo`dul 1, i f = |v(t)|, que e´s diferenciable. Derivant
obtenim v′(t) = f ′(t) · v0, per tant v(t) i v′(t) so´n linealment dependents,
per a tot t ∈ I.
Rec´ıprocament, suposem que v(t) i v′(t) so´n linealment dependents ∀t.
Sigui v(t) = f(t)u(t), amb u(t) unitari, i f(t) 6= 0, ∀t. Derivant obtenim
v′ = f ′u+fu′. Com que 〈u,u′〉 = 0, pel lema 1.2.2, i v′(t) depe`n linealment
de u(t), resulta f · u′ = 0, e´s a dir, u′ = 0. Per tant, u = u0 e´s constant i
v e´s paral·lel a u0. 
Proposicio´ 1.2.4. Sigui α : I −→ Rn una corba parametritzada 1-regular.
La trajecto`ria de α e´s rectil´ınia, e´s a dir, esta` continguda en una recta af´ı,
si i nome´s si α′(t) i α′′(t) so´n linealment dependents, ∀t ∈ I. Si n = 2
aquesta condicio´ e´s equivalent a [α′, α′′] = 0 i, si n = 3, a |α′ ∧ α′′| = 0.
Demostracio´. Si α e´s rectil´ınia podem escriure α(t) = p0+f(t)u0, aleshores
α′(t) = f ′(t)u0, α′′(t) = f ′′(t)u0,
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per tant α′(t) i α′′(t) so´n linealment dependents.
Rec´ıprocament, si α′(t) i α′′(t) so´n linealment depenents, aleshores, pel
lema 1.2.3, α′ e´s paral·lel a una direccio´ fixa, α′(t) = f(t)u0. Integrant
obtenim
α(t) =
(∫ t
t0
f(t)dt
)
u0 + α(t0),
que esta` contingut en la recta af´ı α(t0)+ < {u0} >, per a tot t ∈ I. 
Observacio´ 1.2.5. La hipo`tesi 1-regular en la proposicio´ 1.2.4 no es pot
suprimir. Vegem-ne un contraexemple. La corba parametritzada α : R −→
R2 definida per
α(t) =

(e−
1
t2 , 0), si t < 0,
(0, 0), si t = 0,
(0, e−
1
t2 ), si t > 0,
satisfa` que α′(t) i α′′(t) so´n linealment dependents, ∀t ∈ R, pero` la tra-
jecto`ria no esta` continguda en una recta. El punt t = 0 e´s singular. A
me´s, en aquest exemple veiem que la corba no te´ una direccio´ tangent ben
definida a t = 0.
Lema 1.2.6. Si v : I −→ R3 e´s una aplicacio´ diferenciable i els vectors
v(t),v′(t) so´n linealment independents per a tot t ∈ I, aleshores so´n equi-
valents:
(1) v(t) e´s perpendicular a una direccio´ fixa,
(2) v(t), v′(t) i v′′(t) so´n linealment dependents, per a tot t ∈ I,
(3) v(t) ∧ v′(t) e´s paral·lel a una direccio´ fixa, per a tot t ∈ I.
Demostracio´. Sigui w0 una direccio´ fixa tal que 〈v(t),w0〉 = 0,∀t. D’aqu´ı
resulta 〈v′,w0〉 = 0 i 〈v′′,w0〉 = 0, per tant v(t),v′(t) i v′′(t) estan en el
pla ortogonal a w0, i, en consequ¨e`ncia, so´n linealment dependents.
Suposem ara que v(t),v′(t) i v′′(t) so´n linealment dependents, aleshores
existeixen funcions escalars f i g tals que v′′ = fv + gv′. Vegem que
v ∧ v′ e´s paral·lel a una direccio´ fixa. Pel lema 1.2.3 e´s suficient veure que
(v ∧ v′) ∧ (v ∧ v′)′ = 0. En efecte,
(v ∧ v′)′ = v′ ∧ v′ + v ∧ v′′ = v ∧ (fv + gv′) = gv ∧ v′,
per tant,
(v ∧ v′) ∧ (v ∧ v′)′ = g(v ∧ v′) ∧ (v ∧ v′) = 0.
Finalment, si v(t) ∧ v′(t) e´s paral·lel a una direccio´ fixa w0, resulta que
v(t) e´s ortogonal a w0, ∀t. 
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Per a una corba parametritzada α : I −→ R3 amb la trac¸a continguda en
un pla (af´ı), totes les derivades de α so´n vectors del pla director d’aquest
pla af´ı. En particular, els vectors α′(t), α′′(t), α′′′(t) so´n linealment depen-
dents, per a tot t ∈ I. Si α e´s 2-regular, el rec´ıproc tambe´ e´s cert i ens
do´na un criteri per recone`ixer quan una corba de R3 e´s plana. Si α e´s pla-
na i 2-regular, el pla director esta` determinat pels dos vectors linealment
independents α′(t), α′′(t), per a qualsevol valor de t. E´s a dir, el vector
α′(t)∧α′′(t) te´ una direccio´ constant i determina la direccio´ perpendicular
al pla que conte´ la corba.
Proposicio´ 1.2.7. Sigui α : I −→ R3 una corba parametritzada 2-regular.
La trajecto`ria de α e´s plana, e´s a dir, esta` continguda en un pla af´ı, si i
nome´s si (α′, α′′, α′′′) = 0.
Demostracio´. Suposem que la trajecto`ria de α e´s plana. Siguin p0 un punt
de pas i u0,v0 una base de l’espai director del pla. Aleshores existeixen
funcions diferenciables f i g tals que
α(t) = p0 + f(t)u0 + g(t)v0.
Per tant α′(t), α′′(t) i α′′′(t) estan en el pla vectorial generat per u0,v0,
i so´n doncs linealment dependents. Rec´ıprocament, si α′(t) ∧ α′′(t) 6= 0,
∀t ∈ I, i (α′, α′′, α′′′) = 0, aleshores α′ e´s perpendicular a una direccio´ fixa
w0, pel lema 1.2.6. Com que 〈α(t),w0〉′ = 〈α′(t),w0〉 = 0,∀t, resulta que
〈α(t),w0〉 e´s constant. Si denotem per A aquesta constant, α(t) esta` en un
pla ortogonal a w0, d’equacio´ 〈x,w0〉 = A, ∀t ∈ I.

Observacio´ 1.2.8. Igualment que en la proposicio´ 1.2.4, en la proposicio´
1.2.7 la hipo`tesi 2-regular no es pot suprimir, ni tampoc es pot substituir
per la hipo`tesi 1-regular. Vegem-ne un contraexemple. La corba parame-
tritzada α : I −→ R3 definida per
α(t) =

(t, e−
1
t2 , 0), si t < 0,
(0, 0, 0), si t = 0,
(t, 0, e−
1
t2 ), si t > 0,
satisfa` que e´s 1-regular, (α′(t), α′′(t), α′′′(t)) = 0 ∀t ∈ R, pero` la trajecto`ria
no esta` continguda en un pla. El punt t = 0 e´s un punt d’inflexio´.
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Exemple 1.2.9. Continuant amb l’exemple 1.1.8
α′(t) = (−a sin t, a cos t, b),
|α′| =
√
a2 + b2
α′′(t) = a(− cos t,− sin t, 0)
α′(t) ∧ α′′(t) = a(b sin t,−b cos t, a),
|α′(t) ∧ α′′(t)| = a
√
a2 + b2
α′′′(t) = a(sin t,− cos t, 0),
(α′, α′′, α′′′) = a2b.
Per tant:
(1) α e´s un punt si, i nome´s si, a = b = 0,
(2) α e´s 1-regular i rectil´ınia si, i nome´s si, a = 0 i b 6= 0, i
(3) α es´ 2-regular i plana si, i nome´s si, a 6= 0, b = 0.
1.3. Corbes planes: curvatura i teorema fonamental.
A R2 considerarem l’orientacio´ definida per la base cano`nica.
Definicio´ 1.3.1. Sigui α : I −→ R2 una corba plana 1-regular. El vector
normal de α a t0 ∈ I e´s l’u´nic vector n(t0) ∈ R2 tal que (t(t0),n(t0)) forma
una base ortonormal positiva de R2.
La curvatura de α a t ∈ I e´s l’escalar
κ(t) =
[α′(t), α′′(t)]
|α′(t)|3 .
(Vegeu http : //en.wikipedia.org/wiki/Curvature.)
Observacio´ 1.3.2. κ(t0) = 0 si, i nome´s si, t0 e´s un punt d’inflexio´ de α.
Si κ(t0) 6= 0, el seu invers 1κ(t0) s’anomena el radi de curvatura de α a t0.
A continuacio´ veurem que la curvatura no canvia per un canvi positiu del
para`metre. Primerament estudiem com canvien les derivades fins a ordre
3 amb un canvi de para`metre.
Lema 1.3.3. Siguin α : I −→ Rn una corba parametritzada, h : J −→ I
un canvi de para`metre i β = α ◦ h. Se satisfa`
β′ = h′ · (α′ ◦ h)
β′′ = h′′ · (α′ ◦ h) + (h′)2 · (α′′ ◦ h)
β′′′ = h′′′ · (α′ ◦ h) + 3(h′ · h′′) · (α′′ ◦ h) + (h′)3 · (α′′′ ◦ h).
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Proposicio´ 1.3.4. Siguin α : I −→ R2 una corba parametritzada plana 1-
regular, h : J −→ I un canvi positiu del para`metre. Si β = α ◦ h aleshores
κβ = κα ◦ h.
Demostracio´. Del lema 1.3.3 s’obte´
[β′, β′′] = (h′)3[α′ ◦ h, α′′ ◦ h].
per tant
κβ =
[β′, β′′]
|β′| =
[α′, α′′]
|α′|3 ◦ h = κα ◦ h.

Observacio´ 1.3.5. Un canvi negatiu del para`metre produeix un canvi en
el signe de la funcio´ longitud d’arc i en el de la funcio´ de curvatura.
Exemple 1.3.6. Considerem la parametritzacio´ 1-regular de la circum-
fere`ncia de centre (x0, y0) i radi R amb velocitat angular θ
′(t) no nul·la ∀t,
definida per
α(t) = (x0, y0) +R(cos θ(t), sin θ(t)).
Si denotem per ε el signe de θ′, aleshores
α′(t) = Rθ′(− sin θ(t), cos θ(t)),
t(t) = ε(− sin θ(t), cos θ(t)),
n(t) = ε(− cos θ(t),− sin θ(t)),
α′′(t) = R(θ′)2(− cos θ(t),− sin θ(t)) +Rθ′′(− sin θ(t), cos θ(t)),
|α′(t)| = R|θ′|,
[α′(t), α′′(t)] = R2(θ′)3,
κ(t) = ε
1
R
,
on el signe coincideix amb el sentit de gir de α. Observem que la curvatura
no depe`n de la velocitat angular θ′, nome´s del seu signe.
Exemple 1.3.7. La corba parametritzada 1-regular α : I −→ R2 definida
per α(t) = (t, sin t), que e´s la gra`fica de la funcio´ y = sinx, te´ un punt
d’inflexio´ a t = n · pi, ∀n ∈ Z.
Si α : I −→ R2 e´s una corba plana parametritzada pel para`metre longitud
d’arc, de les definicions se segueixen les fo´rmules segu¨ents:
κ(s) =
∣∣∣∣x′(s) x′′(s)y′(s) y′′(s)
∣∣∣∣ ,
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t(s) = (x′(s), y′(s)),
n(s) = (−y′(s), x′(s)).
Proposicio´ 1.3.8. Sigui α : I −→ R2 una corba plana parametritzada
pel para`metre longitud d’arc. Si θ(s) e´s una determinacio´ cont´ınua de
l’angle orientat de t(s) amb el vector e1 (vegeu 0.2.4), e´s a dir t(s) =
(cos θ(s), sin θ(s)), aleshores θ e´s diferenciable i
κ(s) = θ′(s).
Demostracio´. Si derivem la relacio´ α′(s) = (cos θ(s), sin θ(s)) = t(s) de-
du¨ım
α′′(s) = θ′(s) · (− sin θ(s), cos θ(s)) = θ′(s)n(s),
per tant κ(s) = [α′(s), α′′(s)] = θ′(s). 
La fo´rmula κ = θ′ expressa que κ e´s la taxa de variacio´ de la direccio´ t de
la corba respecte de la longitud d’arc s. Quan el signe de κ e´s positiu, la
corba gira en el sentit positiu del pla (antihorari). Un canvi negatiu del
para`metre canvia el sentit de gir de la corba.
Teorema 1.3.9. Fo´rmules de Frenet per a corbes planes. Si α : I −→ R2
e´s una corba plana parametritzada pel para`metre longitud d’arc, aleshores
t′(s) = κ(s) · n(s)
n′(s) = −κ(s) · t(s).
Demostracio´. Es te´ t(s) = (cos θ(s), θ(s)), n(s) = (− sin θ, cos θ), i deri-
vant, t′ = θ′n, n′ = −θ′t. De θ′ = κ (vegeu 1.3.8) resulten les fo´rmules de
Frenet. 
Exemple 1.3.10. Si la curvatura κ d’una corba plana e´s constant, 6= 0,
aleshores la corba esta` continguda en una circumfere`ncia de radi 1|κ| . En
efecte, sigui α una parametritzacio´ tal que |α′| = 1, si definim
C(s) := α(s) +
1
κ
n(s)
aleshores se satisfa` C ′(s) = t(s) − 1κκt(s) = 0, per tant C e´s constant, el
centre de la circumfere`ncia, i |α(s) − C| = 1|κ| e´s constant, el radi de la
circumfere`ncia.
Vegem ara la descomposicio´ de l’acceleracio´ en les seves components tan-
gencial i normal. (Vegeu http : //es.wikipedia.org/wiki/Aceleracion.)
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Proposicio´ 1.3.11. Si α : I −→ R2 e´s una corba parametritzada 1-regular
plana, aleshores
α′′ = c′t + c2κn,
on c = |α′(t)|.
Demostracio´. En efecte, sigui β(s) una parametritzacio´ per la longitud
d’arc i α(t) = β ◦ s, on s′(t) = c(t). Aleshores β′ = t, β′′ = t′ = κn, per
tant α′ = c · (β′ ◦ s), i α′′ = c′ · (β′ ◦ s) + c2 · (β′′ ◦ s) = c′ · tα+ c2καnα. 
En l’estudi de la cinema`tica, l’escalar c′ e´s l’acceleracio´ tangencial, que
correspon a la variacio´ de la celeritat c, i l’escalar c2κ e´s l’acceleracio´ normal
o centr´ıpeta, que correspon al canvi de la direccio´ de la trajecto`ria.
Exemple 1.3.12. En un moviment rectilini α(t) = p0 + f(t)u0, amb u0
unitari, c(t) = f ′(t) (s’atribueix un signe a la celeritat) i κ = 0. L’accele-
racio´ tangencial e´s f ′′(t), i l’acceleracio´ normal e´s nul·la.
Exemple 1.3.13. En un moviment circular uniforme, amb velocitat an-
gular constant ω > 0,
α(t) = (x0, y0) + (R coswt,R sinwt),
se satisfa` c(t) = Rw, κ = 1R . Per tant, l’acceleracio´ tangencial e´s nul·la i
l’acceleracio´ normal e´s c2κ = Rw2.
La longitud d’arc i la curvatura so´n invariants per un desplac¸ament positiu
del pla.
Teorema 1.3.14. Siguin α : I −→ R2 una corba parametritzada 1-regular,
F : R2 −→ R2 un desplac¸ament positiu del pla, i β = F ◦ α. Sigui t0 ∈ I
i sα (resp. sβ) la funcio´ longitud d’arc de α (resp. β) amb origen d’arcs a
t0. Aleshores
sβ = sα, κβ = κα.
Demostracio´. Sigui F : R2 −→ R2 de la forma F (x) = p+A(x), on p ∈ R2
i A : R2 −→ R2 e´s una aplicacio´n lineal ortogonal positiva, aleshores
β′(t) = A(α′(t)), β′′(t) = A(α′′(t)),
i com que A preserva el producte escalar, |β′| = |α′|. D’altra banda, com
que det A = 1, es te´
[β′, β′′] = [A(α′), A(α′′)] = detA · [α′, α′′] = [α′, α′′],
d’on resulta sβ = sα, κβ = κα. 
Observacio´ 1.3.15. Un desplac¸ament negatiu canvia el signe de la curva-
tura pero` deixa invariant la longitud d’arc.
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La fo´rmula 1.3.8 tambe´ ens permet recuperar la corba a partir de la seva
curvatura.
Teorema 1.3.16. (Teorema fonamental de la teoria de corbes planes.)
Siguin I un interval obert de R i f : I −→ R una funcio´ diferenciable.
Existeix una corba parametritzada 1-regular α : I −→ R2 tal que
|α′(s)| = 1, κα(s) = f(s).
La corba α e´s u´nica en el sentit segu¨ent: si β e´s una altra solucio´ de les
equacions anteriors, aleshores β e´s positivament congruent amb α.
Demostracio´. Com que f = κ = θ′, es te´ θ =
∫ s
s0
f(s)ds+ θ(s0), per tant
α′(s) = t(s)
=
(
cos
(∫ s
s0
f(s)ds+ θ(s0)
)
, sin
(∫ s
s0
f(s)ds+ θ(s0)
))
.
Tornant a integrar obtenim α:
α(s) =
∫ s
s0
t(s)ds+ α(s0).
Les constants d’integracio´ determinen una translacio´ de vector α(s0) i un
gir d’angle θ(s0), e´s a dir, la solucio´ e´s u´nica llevat d’un desplac¸ament
positiu del pla. 
Exemple 1.3.17. Busquem la corba 1-regular α amb curvatura constant
κ = a > 0, definida en I = R, amb α(0) = (0, 0) i θ(0) = 0. Integrant la
curvatura obtenim θ(s) = as, i per tant
α(s) =
∫ s
0
(cos as, sin as)ds =
1
a
(sin as,− cos as) +
(
0,
1
a
)
,
que e´s una circumfere`ncia de radi 1a amb centre en el punt de coordenades(
0, 1a
)
. L’angle as e´s l’angle del vector −e2 amb el vector radi α(s)− (0, 1a).
El teorema fonamental de la teoria de corbes planes ens assegura que la
longitud d’arc i la curvatura d’una corba plana 1-regular es poden donar a
priori i de manera arbitra`ria, i a me´s determinen la corba de forma u´nica
(llevat de desplac¸aments positius del pla). Per tant, la longitud d’arc i
la curvatura formen un conjunt complet i independent d’invariants. Per
aquest motiu la dada κ = κ(s) s’anomena l’equacio´ intr´ınseca de la corba.
E´s intr´ınseca perque` no depe`n del sistema de coordenades, al contrari que
les coordenades cartesianes α(t) = (x(t), y(t)) d’una parametrizacio´ α. Una
forma alternativa de donar l’equacio´ intr´ınseca de la corba e´s en la forma
impl´ıcita F (s, κ) = 0, on F : I × R −→ R e´s una aplicacio´ diferenciable
que expressa una relacio´ entre s i κ.
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Exemple 1.3.18. L’equacio´ κ(s) = 1R e´s l’equacio´ intr´ınseca d’una cir-
cumfere`ncia de radi R recorreguda en sentit positiu.
Una informacio´ parcial sobre l’equacio´ intr´ınseca do´na lloc a una famı´lia
de corbes amb una propietat geome`trica comuna. Per exemple, l’equacio´
κ′ = 0 e´s l’equacio´ que satisfa`n totes les circumfere`ncias i les rectes.
L’equacio´ κ(s) = a · s, amb a 6= 0, e´s l’equacio´ d’una espiral de Cornu, la
curvatura de la qual creix proporcionalment a la longitud d’arc. A causa
del canvi suau de la curvatura d’aquestes corbes, es fan servir per enllac¸ar
trac¸ats d’autopistes i de vies de ferrocarril d’alta velocitat. L’expressio´ en
coordenades cartesianes depe`n d’una quadratura (integral) que no e´s ex-
pressable mitjanc¸ant funcions elementals, l’anomenada integral de Fresnel
(vegeu http : //es.wikipedia.org/wiki/Integral de Fresnel.)
1.4. Corbes de l’espai: curvatura i torsio´.
Definicio´ 1.4.1. Siguin α : I −→ R3 una corba 2-regular i t ∈ I.
El vector
b(t) =
α′(t) ∧ α′′(t)
|α′(t) ∧ α′′(t)|
s’anomena el vector binormal de α a t.
El vector
n(t) = b(t) ∧ t(t)
s’anomena el vector normal principal.
La terna (t(t),n(t),b(t)) e´s una base ortonormal positiva de R3, que s’a-
nomena el tr´ıedre de Frenet de α a t.
Els plans coordenats d’aquest tr´ıedre tenen una denominacio´.
El pla α(t)+ < b(t) >> s’anomena el pla osculador de α a t.
El pla α(t)+ < t(t) >> s’anomena el pla normal de α a t.
El pla α(t)+ < n(t) >> s’anomena el pla rectificant de α a t.
Exemple 1.4.2. Calculem el tr´ıedre de Frenet per a l’he`lice de l’exemple
1.1.2. Continuant els ca`lculs de 1.2.9 tenim
t(t) =
1
c
(− sin t, cos t, 1),
b(t) =
1
c
(b sin t,−b cos t, a),
n(t) = (− cos t,− sin t, 0).
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Definicio´ 1.4.3. Sigui α : I −→ R3 una corba 1-regular. Definim la
curvatura de α en un punt t ∈ I com l’escalar
κ(t) =
|α′(t) ∧ α′′(t)|
|α′(t)|3 .
Si a me´s α e´s 2-regular, es defineix la torsio´ de α en t com l’escalar
τ(t) =
(α′(t), α′′(t), α′′′(t))
|α′(t) ∧ α′′(t)|2 .
(Vegeu http : //en.wikipedia.org/wiki/Torsion of curves.)
De les proposicions 1.2.1, 1.2.4 i 1.2.7 es dedueix:
Proposicio´ 1.4.4. Sigui α una corba parametritzada de R3.
(1) La trac¸a de α e´s un conjunt amb nome´s un punt si, i nome´s si, la funcio´
longitud d’arc e´s nul·la, s = 0.
(2) Si α e´s 1-regular, aleshores la trac¸a de α esta` continguda en una recta
si, i nome´s si, κ = 0.
(3) Si α e´s 2-regular, aleshores la trac¸a de α esta` continguda en un pla si,
i nome´s si, τ = 0.
Exemple 1.4.5. Continuant amb l’exemple de l’he`lice (vegeu 1.2.9), es te´
κ(t) =
ac
c3
=
a
c2
=
a
a2 + b2
,
τ(t) =
a2b
a2c2
=
b
c2
=
b
a2 + b2
.
Observem que κ i τ so´n constants. A 1.4.11 donarem una justificacio´
geome`trica d’aquest fet.
A la pa`gina web http://mathworld.wolfram.com/notebooks/SpaceCurves/
Helix.nb trobareu un notebook de Mathematica per al ca`lcul del tr´ıedre de
Frenet, la curvatura i la torsio´ d’una he`lice. Podeu fer un notebook similar
per a una corba α qualsevol introduint les coordenades de α en el lloc de
les coordenades de l’he`lice.
Exemple 1.4.6. Vegem un exemple d’una corba amb coordenades senzilles
pero` en que` les funcions longitud d’arc, curvatura i torsio´ so´n significati-
vament complicades. Sigui
α(t) = (t, at2, bt3).
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Aleshores
α′(t) =
(
1, 2at, 3bt2
)
α′′(t) = (0, 2a, 6bt)
α′′′(t) = (0, 0, 6b)
|α′(t)| =
√
1 + 4a2t2 + 9b2t4
α′(t) ∧ α′′(t) = (6abt2,−6bt, 2a)
|α′(t) ∧ α′′(t)| =
√
36a2b2t4 + 36b2t2 + 4a2
(α′(t), α′′(t), α′′′(t)) = 12ab.
Per tant
s(t) =
∫ t
0
√
1 + 4a2t2 + 9b2t4dt
κ(t) =
√
36a2b2t4 + 36b2t2 + 4a2(√
1 + 4a2t2 + 9b2t4
)3
τ(t) =
12ab
36a2b2t4 + 36b2t2 + 4a2
.
Observem que τκ e´s constant si, i nome´s si, b = ±2a
2
3 .
Observacio´ 1.4.7. La curvatura d’una corba espacial e´s sempre positiva.
La curvatura espacial d’una corba plana de la forma α(t) = (x(t), y(t), 0)
coincideix amb el valor absolut de la curvatura de la corba plana t 7→
(x(t), y(t)).
A continuacio´ veurem que la refere`ncia de Frenet, la curvatura i la torsio´
no canvien per un canvi positiu del para`metre.
Proposicio´ 1.4.8. Siguin α : I −→ R3 una corba parametritzada 2-
regular, h : J −→ I un canvi positiu del para`metre. Si β = α ◦ h aleshores
β e´s 2-regular i
tβ = tα ◦ h, nβ = nα ◦ h, bβ = bα ◦ h; κβ = κα ◦ h, τβ = τα ◦ h.
Demostracio´. Del lema 1.3.3 s’obte´
β′ ∧ β′′ = (h′)3 · (α′ ◦ h) ∧ (α′′ ◦ h)
κβ =
|β′ ∧ β′′|
|β′|3 =
|h′|3 · |(α′ ◦ h) ∧ (α′′ ◦ h)|
|h′|3 · |α′ ◦ h|3 = κα ◦ h.
(β′, β′′, β′′′) = (h′)6(α′ ◦ h, α′′ ◦ h, α′′′ ◦ h)
D’aqu´ı dedu¨ım que β e´s 2-regular si α ho e´s. A me´s
bβ = bα ◦ h, nβ = bβ ∧ tβ = nα ◦ h.
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Usant les fo´rmules anteriors dedu¨ım tambe´ que
τβ =
(β′, β′′, β′′′)
|β′ ∧ β′′|2 =
(h′)6 · (α′ ◦ h, α′′ ◦ h, α′′′ ◦ h)
|h′|6|(α′ ◦ h) ∧ (α′′ ◦ h)|2 = τα ◦ h.

Observacio´ 1.4.9. Un canvi negatiu del para`metre produeix un canvi en
el signe de la funcio´ longitud d’arc, pero` deixa invariant la curvatura i la
torsio´.
Les funcions longitud d’arc, curvatura i torsio´ no canvien per un des-
plac¸ament positiu de l’espai.
Teorema 1.4.10. Siguin α : I −→ R3 una corba parametritzada 2-regular,
F : R3 −→ R3 un desplac¸ament positiu de R3 i β = F ◦ α. Siguin t0 ∈ I
i sα (resp. sβ) la funcio´ longitud d’arc de α (resp. β) amb origen d’arcs a
t0. Aleshores
sβ = sα, κβ = κα, τβ = τα.
Demostracio´. Sigui F (x) = p + A(x), on A e´s un isomorfisme lineal orto-
gonal i positiu de R3. Aleshores
β′(t) = A(α′(t)), β′′(t) = A(α′′(t)), β′′′(t) = A(α′′′(t)),
per tant
|β′| = |A(α′)| = |α′|,
|β′ ∧ β′′| = |A(α′) ∧ A(α′′)| = |α′ ∧ α′′|
(β′, β′′, β′′′) = (A(α′), A(α′′), A(α′′′)) = (α′, α′′, α′′′),
d’on resulta
sβ = sα, κβ = κα, τβ = τα.

Exemple 1.4.11. El teorema anterior ens permet donar una demostracio´
sense ca`lculs del fet que la curvatura i la torsio´ de l’he`lice siguin constants
(vegeu 1.4.5).
En efecte, donat t0 ∈ R, el moviment helico¨ıdal F de R3 definit per
F
xy
z
 =
cos t0 − sin t0 0sin t0 cos t0 0
0 0 1
 ·
xy
z
+
 00
bt0

satisfa` F (α(t)) = α(t + t0), ∀t. Sigui β(t) := F (α(t)) = α(t + t0). Ales-
hores es te´ (κβ(t), τβ(t) = (κα(t+ t0), τ(t+ t0)), per 1.4.8, i (κβ(t), τβ(t) =
(κα(t), τ(t)), per 1.4.10, per tant (κα(t0), τα(t0)) = (κα(0), τα(0)).
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Observacio´ 1.4.12. Un desplac¸ament negatiu de l’espai canvia el signe
de la torsio´ pero` deixa invariant la longitud d’arc i la curvatura.
1.5. Corbes de l’espai: Teorema fonamental. Les fo´rmules per el
tr´ıedre de Frenet, la curvatura i la torsio´ se simplifiquen quan el para`metre
e´s la longitud d’arc.
Proposicio´ 1.5.1. Sigui α(s) una corba parametritzada per un para`metre
longitud d’arc. Aleshores
t(s) = α′(s), κ(s) = |α′′(s)|.
Si a me´s α e´s 2-regular,
n(s) =
α′′(s)
|α′′(s)| , b(s) =
α′(s) ∧ α′′(s)
|α′′(s)| ,
τ(s) =
(α′(s), α′′(s), α′′′(s))
|α′′(s)|2 .
Demostracio´. Com que |α′| = 1, per 1.2.2 es te´ 〈α′, α′′〉 = 0, per tant
κ(s) =
|α′(s) ∧ α′′(s)|
|α′(s)|3 = |α
′′(s)|
b(s) =
α′(s) ∧ α′′(s)
|α′(s) ∧ α′′(s)| =
α′(s) ∧ α′′(s)
|α′′(s)| .
Com que α′′(s) e´s perpendicular a t(s) i a b(s), i a me´s
(t(s), α′′(s),b(s)) =
〈
α′(s) ∧ α′′(s), α
′(s) ∧′′ (s)
|α′′(s)|
〉
> 0,
resulta que α′′(s) e´s paral·lel a n(s) i α′′(s) = |α′′(s)| · n(s), e´s a dir,
n(s) = α
′′(s)
|α′′(s)| . Finalment
τ(s) =
(α′(s), α′′(s), α′′′(s))
|α′(s) ∧ α′′(s)|2 =
(α′(s), α′′(s), α′′′(s))
|α′′(s)|2 .

Teorema 1.5.2. Fo´rmules de Frenet. Sigui α : I −→ R3 una corba para-
metritzada per un para`metre longitud d’arc i 2-regular. Aleshores
t′(s) = κ(s) · n(s)
n′(s) = −κ(s) · t(s) + τ(s) · b(s)
b′(s) = − τ(s) · n(s).
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Demostracio´. Es te´ t(s) = α′(s), per tant
t′ = α′′ = |α′′| · n = κ · n.
Com que |b| = 1, el vector b′(s) e´s ortogonal a b(s). D’altra banda, com
que 〈t(s),b(s)〉 = 0, de 1.2.2 i de la fo´rmula anterior resulta
〈b′(s), t(s)〉 = −〈t′(s),b(s)〉 = 0.
Per tant b′ = 〈b′,n〉n. Ara be´, de b = t ∧ n resulta
〈b′,n〉 = 〈t′ ∧ n + t ∧ n′,n〉 = 〈t ∧ n′,n〉 = −(t,n,n′).
D’altra banda
τ =
(α′, α′′, α′′′)
|α′′|2 =
(t, κn, κ′n + κn′)
κ2
= (t,n,n′),
d’on dedu¨ım que
〈b′,n〉 = −τ.
Per tant, b′(s) = −τ(s) · n(s).
Finalment, de 1.2.2 resulta
n′ = 〈n′, t〉t + 〈n′,n〉n + 〈n′,b〉b
= −〈n, t′〉t− 〈n,b′〉b = −κt + τb.

Observacio´ 1.5.3. Pel teorema anterior, la curvatura e´s la taxa de vari-
acio´, respecte de s, de la direccio´ t de la corba, i la torsio´ e´s la taxa de
variacio´, respecte de s, de la direccio´ binormal b, e´s a dir, del pla osculador,
canviada de signe.
Observacio´ 1.5.4. Fo´rmules de Frenet per a les derivades respecte d’un
para`metre arbitrari. Sigui α : I −→ R3 una corba 1-regular parametritzada
pel para`metre longitud de l’arc. Sigui s = h(t) un canvi de para`metre.
La derivada dhdt e´s la celeritat c(t) = |β′| de la corba β := α ◦ h. Sigui
v : I −→ R3 una aplicacio´ diferenciable, per exemple qualsevol dels tres
vectors de la base de Frenet (t,n,b). La composicio´ (v ◦ h)(t) = v(h(t))
es denota simplificadament per v(t). Aplicant la regla de la cadena a la
composicio´ v ◦ h obtenim
dv
dt
=
dv
ds
· dh
dt
= c · dv
ds
.
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En particular es te´:
dt
dt
= cκ · n
dn
dt
= −cκ · t + cτ · b
db
dt
= −cτ · n.
L’expressio´ de les derivades respecte de t fins a l’ordre 3 de α en funcio´ del
tr´ıedre de Frenet, κ i τ , s’obtenen amb l’ajuda de les fo´rmules de Frenet
com segueix:
Corol·lari 1.5.5. Sigui α una corba 2-regular, c = |α′|. Aleshores
α′ = c · t,
α′′ = c′ · t + c2κ · n,
α′′′ = (c′′ − c3κ2) · t + (3cc′κ+ c2κ′) · n + c3κτ · b.
En particular, si c = 1, aleshores
α′ = t,
α′′ = κ · n,
α′′′ = −κ2 · t + κ′ · n + κτ · b.
Corol·lari 1.5.6. Sigui α : I −→ R3 una corba 2-regular parametritzada
per la longitud d’arc. Suposem que s0 = 0 ∈ I i que la refere`ncia de R3
satisfa` que
α(0) = (0, 0, 0), (t(0),n(0),b(0)) = (e1, e2, e3).
Aleshores3
α(s) =
(
s+ o(s), κ0
s2
2
+ o(s2), κ0τ0
s3
3!
+ o(s3)
)
,
on κ0 = κ(0) i τ0 = τ(0).
A continuacio´ veurem el rec´ıproc de 1.4.10. Com en el cas de les corbes
planes, les fo´rmules de Frenet, a me´s de ser u´tils per fer ca`lculs de derivades,
so´n la clau del teorema fonamental de la teoria de corbes, que assegura que
la longitud d’arc, la curvatura i la torsio´ d’una corba poden donar-se a priori
i de manera arbitra`ria, i determinen la corba de manera u´nica (llevat de
desplac¸aments positius de l’espai). Per tant, s, κ, τ so´n un conjunt complet
i independent d’invariants. Les dades κ = κ(s), τ = τ(s) so´n les equacions
intr´ınseques de la corba.
3Si n ≥ 0 e´s un enter, o(sn) e´s una funcio´ de s definida en un entorn de s = 0 tal que lim
s→0
o(sn)
sn = 0.
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Teorema 1.5.7. Teorema fonamental de la teoria de corbes de l’espai.
Siguin I un interval obert de R i f, g : I −→ R dues funcions diferenciables
tals que f(s) > 0, ∀s ∈ I. Aleshores existeix una corba parametritzada
2-regular α : I −→ R3 tal que
|α′(s)| = 1, κα(s) = f(s), τα(s) = g(s).
A me´s α e´s u´nica en el sentit segu¨ent. Si β e´s una altra solucio´ de les
equacions anteriors, aleshores β e´s positivament congruent amb α.
Demostracio´. La prova d’aquest teorema depe`n del teorema de Cauchy
(vegeu 0.2.8) de la teoria de sistemes d’equacions diferencials ordina`ries.
Les fo´rmules de Frenet so´n un sistema lineal d’equacions d’aquest tipus,
on la inco`gnita e´s el tr´ıedre de Frenet. Amb les dades (f, g) del teorema,
considerem l’equacio´ diferencial
F ′ = M · F ,
en la inco`gnita F : I −→ R9,
F(s) = (t(s),n(s),b(s))
= (t1(s), t2(s), t3(s), n1(s), n2(s), n3(s), b1(s), b2(s), b3(s))
i on la matriu M del sistema e´s la matriu de mida 9× 9 definida per blocs
per
M =
 0 · I3 f · I3 0 · I3−f · I3 0 · I3 g · I3
0 · I3 −g · I3 0 · I3
 ,
on I3 denota la matriu unitat de mida 3 × 3. Donada una solucio´ F =
(F1, F2, F3), amb la condicio´ inicial F(s0) = (e1, e2, e3), la base cano`nica de
R3, derivant F i usant l’equacio´ diferencial obtenim(F> · F)′ = (F ′)> · F + F> · F ′ = F>M>F + F>MF
= F> · (M> +M) · F = 0,
ja que la matriu M e´s antisime`trica. Per tant, (F1, F2, F3)(s) e´s una base
ortonormal ∀s. Com que aquesta base e´s positiva a s = s0, tambe´ ho e´s
∀s. Integrant F1 s’obte´ la corba parametritzada
α(s) =
∫ s
s0
F1(s)ds.
Usant de nou l’equacio´ diferencial obtenim que el tr´ıedre de Frenet de α e´s
F i satisfa` les condicions de l’enunciat. La unicitat de la corba, llevat d’un
desplac¸ament, e´s consequ¨e`ncia de la unicitat de la solucio´ de l’equacio´ dife-
rencial amab condicions inicials fixades. Les condicions inicials determinen
el desplac¸ament. 
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Exemple 1.5.8. Com a aplicacio´ de la part d’unicitat del teorema, tenim
que si κ0 > 0 i τ0 so´n constants, l’u´nica corba que te´ curvatura constant κ0
i torsio´ constant τ0 e´s una he`lice circular del tipus 1.1.2, on a i b satisfan
κ0 =
a
a2 + b2
, τ0 =
b
a2 + b2
,
la solucio´ de les quals e´s
a =
κ0
κ20 + τ
2
0
, b =
τ0
κ20 + τ
2
0
.
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2. Superf´ıcies. La me`trica
2.1. Superf´ıcies parametritzades.
Definicio´ 2.1.1. Una superf´ıcie parametritzada de R3 e´s una aplicacio´
diferenciable
ϕ : U −→ R3,
on U e´s un obert no buit de R2. La trac¸a de ϕ e´s la imatge de ϕ,
ϕ(U) = {(x, y, z) ∈ R3;∃(u, v) ∈ U tal que (x, y, z) = ϕ(u, v) }.
Definicio´ 2.1.2. Diem que una superf´ıcie parametritzada ϕ : U −→ R3
e´s regular en un punt q ∈ U si dqϕ : R2 −→ R3 te´ rang 2. En aquest
cas, Im dqϕ e´s un subespai vectorial de dimensio´ 2 de R3 que anomenem
pla tangent a ϕ en el punt q, i denotem per Tqϕ. El pla af´ı ϕ(q) + Tqϕ
s’anomena el pla tangent af´ı de ϕ en q.
Diem que ϕ e´s una superf´ıcie parametritzada regular si e´s regular en tot
q ∈ U .
Definicio´ 2.1.3. Siguin ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada de
R3, i (u0, v0) ∈ U . Les corbes coordenades de ϕ per (u0, v0) so´n les dues
corbes parametritzades
t 7→ ϕ(t, v0), t 7→ ϕ(u0, t),
amb |t| < ε, per a un  > 0 convenient. Els vectors velocitat de les corbes
coordenades so´n les derivades parcials de ϕ, que denotarem per:
ϕu =
∂ϕ
∂u
, ϕv =
∂ϕ
∂v
.
Proposicio´ 2.1.4. Una superf´ıcie parametritzada ϕ : U −→ R3 e´s regular
si, i nome´s si, el vector ϕu(q) ∧ ϕv(q) e´s no nul, per a tot q = (u, v) ∈ U .
Demostracio´. Sigui q ∈ U . El rang de l’aplicacio´ lineal dqϕ : R2 −→ R3 e´s
2 si, i nome´s si, les imatges dels dos vectors de la base de R2, dqϕ(1, 0) =
ϕu(q), dqϕ(0, 1) = ϕv(q), so´n linealment independents, e´s a dir, si, i nome´s
si, el producte vectorial ϕu(q) ∧ ϕv(q) e´s no nul. 
Definicio´ 2.1.5. Sigui ϕ : U −→ R3 e´s una superf´ıcie parametritzada
regular. El vector normal unitari de ϕ en (u, v) ∈ U e´s
Nϕ(u, v) :=
ϕu(u, v) ∧ ϕv(u, v)
|ϕu(u, v) ∧ ϕv(u, v)| .
L’aplicacio´ Nϕ : U −→ R3 s’anomena camp de vectors normals unitaris o
aplicacio´ de Gauss, de ϕ. Abreujadament la notarem N , e´s a dir
N =
ϕu ∧ ϕv
|ϕu ∧ ϕv| : U −→ R
3.
30 F. GUILLE´N
Definicio´ 2.1.6. Sigui ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada regular.
Un camp vectorial sobre ϕ e´s una aplicacio´ diferenciable X : U −→ R3.
Es diu que X e´s tangent (resp. normal) a ϕ si X(q) ∈ Tqϕ (resp. X(q) ∈
(Tqϕ)
⊥), per a tot q ∈ U .
L’aplicacio´ de Gauss Nϕ e´s un camp vectorial sobre ϕ normal a ϕ. Si
f, g : U −→ R so´n dues aplicacions diferenciables, aleshores X := fϕu+gϕv
e´s un camp vectorial sobre ϕ tangent a ϕ.
Exemple 2.1.7. Si h : U −→ R e´s una aplicacio´ diferenciable definida en
un obert no buit U de R2, la gra`fica de h,
Γh := {(x, y, z) ∈ U × R; z = h(x, y) },
e´s la trac¸a de la superf´ıcie parametritzada regular
ϕ : U −→ R3, ϕ(x, y) = (x, y, h(x, y)).
En aquest exemple, l’aplicacio´ ϕ : U −→ ϕ(U) = Γh e´s un homeomorfisme,
ja que l’aplicacio´ inversa (u, v, h(u, v)) 7→ (u, v) e´s cont´ınua.
Sigui q0 = (x0, y0) ∈ U . El pla tangent af´ı en q0 e´s
{(X, Y, Z) ∈ R3 ; Z − h(q0) = hx(q0)(X − x0) + hy(q0)(Y − y0)},
e´s a dir, e´s la gra`fica de l’aproximacio´ de primer ordre de h a q0,
Z = h(q0) + dq0h(X − x0, Y − y0).
Exemples 2.1.8. Casos particulars de gra`fiques:
(1) Un pla: z = ax+ by.
(2) Paraboloide el·l´ıptic: z = (xa)2 + (yb )2.
(3) Paraboloide hiperbo`lic: z = (xa)
2 − (yb )2.
(4) Cilindre parabo`lic: z = x
2
2p .
(5) Ouera: z = cosx+ cos y.
(6) Volca`: z = −(x2 + y2 − 3)2.
(7) Teulada de les escoles de Gaud´ı: z = y sinx (vegeu http://teulada
escoles Gaud´ı).
(8) Sella del mico: z = x3−3xy2 (http://en.wikipedia.org/wiki/Monkey saddle).
Exemples 2.1.9. (1) Helicoide (vegeu http://en.wikipedia.org/wiki/Helicoid):
Sigui a > 0. L’aplicacio´
ϕ(u, v) = (v cosu, v sinu, au), (u, v) ∈ R2,
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e´s una superf´ıcie parametritzada regular, anomenada helicoide. La seva
trac¸a e´s la gra`fica de la funcio´ multiforme z = arg(x+iy) (= part imagina`ria
del logaritme complex).
(2) Paraigu¨es de Whitney: ϕ(u, v) = (uv, u, v2). El punt (0, 0)e´s l’u´nic
punt no regular.
Exemple 2.1.10. Sigui α : I −→ R3, α(t) = (a(t), 0, b(t)), una corba pa-
rametritzada regular, continguda en el semipla` y = 0, x > 0. La superf´ıcie
de revolucio´ obtinguda en girar α al voltant de l’eix Oz e´s
ϕ : I × R −→ R3, ϕ(u, v) = (a(u) cos v, a(u) sin v, b(u)).
La superf´ıcie parametritzada ϕ e´s regular, ja que la norma del vector
ϕu ∧ ϕv = a(−b′ cos v,−b′ sin v, a′)
e´s a
√
(a′)2 + (b′)2 6= 0.
Si la corba α e´s la gra`fica d’equacio´ z = h(x), y = 0, x > 0, aleshores la
trac¸a de ϕ e´s la gra`fica de z = h(
√
x2 + y2).
Si la trac¸a de la corba α satisfa` l’equacio´ h(x, z) = 0, aleshores la trac¸a de
ϕ satisfa` l’equacio´
h(
√
x2 + y2, z) = 0.
Exemples 2.1.11. Exemples de superf´ıcies de revolucio´.
(1) Esfera: ϕ(u, v) = R(cosu cos v, cosu sin v, sinu), −pi2 < u < pi2 .
(2) Cilindre: ϕ(u, v) = (R cos v,R sin v, u), u ∈ R.
(3) Hiperboloide d’una fulla:
ϕ(u, v) = R(coshu cos v, coshu sin v, a2 sinhu), u ∈ R.
(4) Catenoide: ϕ(u, v) = R(coshu cos v, coshu sin v, u), u ∈ R.
(5) Embut logar´ıtmic: z = log
√
x2 + y2, on x2 + y2 > 0.
(6) Pseudoesfera:
ϕ(u, v) = R
(
sinu cos v, sinu sin v, log tan
u
2
+ cosu
)
, 0 < u < pi.
(7) Columna sinuso¨ıdal
ϕ(u, v) = ((2 + sinu) cos v, (2 + sinu) sin v, u), u ∈ R.
(8) Ona bidimensional: z = cos
√
x2 + y2. Com que x 7→ cosx e´s una
funcio´ anal´ıtica parella amb radi de converge`ncia∞, la funcio´ t 7→ cos√|t|
tambe´ e´s anal´ıtica amb el mateix radi de converge`ncia.
32 F. GUILLE´N
Proposicio´ 2.1.12. Sigui ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada
regular, on U e´s un obert connex del pla. Si el vector normal Nϕ e´s
constant, aleshores la trac¸a de ϕ esta` continguda en un pla.
Definicio´ 2.1.13. Siguin A : R3 −→ R3 un desplac¸ament i ϕ : U −→ R3
una superf´ıcie parametritzada de R3. El desplac¸ament de ϕ per A e´s la
superf´ıcie parametritzada
A ◦ ϕ : U −→ R3, (u, v) 7→ A(ϕ(u, v)).
Proposicio´ 2.1.14. Siguin A : R3 −→ R3 un desplac¸ament i ϕ : U −→ R3
una superf´ıcie parametritzada de R3. Si ϕ e´s regular, aleshores A ◦ ϕ e´s
regular.
A me´s, si L e´s l’aplicacio´ ortogonal associada al desplac¸ament A, aleshores
el vector normal unitari de A ◦ ϕ e´s (detL) · L ◦Nϕ.
Demostracio´. Suposem que A(x) = p + L(x), on p ∈ R3, aleshores dxA =
L, ∀x ∈ R3. Per tant,
dq(A ◦ ϕ) = dϕ(q)A ◦ dqϕ = L ◦ dqϕ.
Com que L e´s un isomorfisme lineal, si ϕ e´s regular aleshores A ◦ ϕ tambe´
ho e´s, i la relacio´ entre els plans tangents e´s
Im da(A ◦ ϕ) = L(Im dqϕ).
Finalment, com que L e´s una isometria lineal,
(A ◦ ϕ)u ∧ (A ◦ ϕ)v = L(ϕu) ∧ L(ϕv) = (detL) · L(ϕu ∧ ϕv).

2.2. Superf´ıcies reglades.
Una superf´ıcie reglada e´s la superf´ıcie descrita per una recta mo`bil a l’espai.
La nomenclatura que farem servir per referir-nos a una recta mo`bil e´s la de
famı´lia uniparame`trica de rectes. Una famı´lia uniparame`trica d’objectes
d’un conjunt (resp. espai topolo`gic) X e´s una aplicacio´ (resp. aplicacio´
cont´ınua) x : I −→ X, on I e´s un interval de R. Segons el context, podem
demanar que x tingui propietats addicionals, per exemple diferenciable.
Una notacio´ alternativa per a una famı´lia x e´s {x(u)}u∈I .
2.2.1. Superf´ıcies reglades. Superf´ıcies cil´ındriques.
Definicio´ 2.2.1. Una famı´lia uniparame`trica de rectes de R3 e´s una famı´lia
{Lu}u∈I de rectes Lu de R3, on I e´s un interval obert de R, tal que existeixen
aplicacions diferenciables
α : I −→ R3, w : I −→ R3,
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on α(u) ∈ Lu e´s un punt de pas i w(u) e´s un vector director de la recta
Lu, per a tot u ∈ I.
La forma parame`trica de la recta Lu e´s α(u) + v · w(u), per a v ∈ R.
Si deixem variar de manera simulta`nia els para`metres u i v obtenim una
superf´ıcie parametritzada.
Definicio´ 2.2.2. Sigui {Lu}u∈I una famı´lia uniparame`trica de rectes. L’a-
plicacio´
ϕ(u, v) = α(u) + v ·w(u)
e´s una superf´ıcie parametritzada anomenada superf´ıcie reglada associada a
la famı´lia {Lu}u∈I .
Les rectes Lu so´n les generatrius de la superf´ıcie reglada, i la corba α n’e´s
una directriu.
Observacio´ 2.2.3. Observem que si ϕ(u, v) = α(u) + v · w(u) e´s una
superf´ıcie reglada aleshores
ϕvv = 0, w(u) = ϕv(u, 0), α(u) = ϕ(u, 0).
Rec´ıprocament, si se satisfan les condicions anteriors i w(u) 6= 0, ∀u ∈ I,
aleshores ϕ(u, v) = α(u) + v ·w(u).
La directriu d’una superf´ıcie reglada no e´s u´nica. Si α e´s una directriu, per
a tota funcio´ diferenciable f : I −→ R, la corba parametritzada β(u) =
α(u) + f(u)w(u) tambe´ ho e´s.
Definicio´ 2.2.4. Es diu que una superf´ıcie reglada e´s cil´ındrica si totes
les seves generatrius so´n paral·leles a una direccio´ fixa. Si w e´s el vector
director de les generatrius, aquesta condicio´ e´s equivalent al fet que la
direccio´ de w sigui paral·lela a una direccio´ constant.
A continuacio´ donem la caracteritzacio´ anal´ıtica de superf´ıcie cil´ındrica.
Proposicio´ 2.2.5. Sigui ϕ(u, v) = α(u) + v ·w(u) una superf´ıcie reglada.
Aleshores ϕ e´s cil´ındrica si, i nome´s si, w ∧w′ = 0.
Demostracio´. Es dedueix del lema 1.2.3. 
Exemples 2.2.6. (1) La superf´ıcie reglada ϕ(u, v) = (u, 0, 0) + v(0, 1, 0)
e´s cil´ındrica. La seva trac¸a e´s el pla {z = 0}.
(2) La superf´ıcie reglada ϕ(u, v) = (R cosu,R sinu, 0)+v(0, 0, 1) e´s cil´ındrica.
La seva trac¸a e´s el cilindre {x2 + y2 = R2}.
(3) La superf´ıcie reglada ϕ(u, v) = (R cosu,R sinu, u)+v(0, 0, eu) e´s cil´ındrica.
Aquesta superf´ıcie reglada te´ les mateixes generatrius que la de l’exemple
anterior.
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Exercici 2.2.7. Proveu que si ϕ e´s cil´ındrica existeix una directriu per-
pendicular a les generatrius.
2.2.2. Superf´ıcies reglades no-cil´ındriques.
Farem servir el adjectiu no cil´ındrica per a referir-nos a superf´ıcies reglades
que satisfan, punt a punt, la condicio´ contra`ria a la de superf´ıcie cil´ındrica.
Per tant, aquesta condicio´ no coincideix exactament amb la negacio´ de la
condicio´ de superf´ıcie cil´ındrica.
Definicio´ 2.2.8. Sigui ϕ(u, v) = α(u) + v ·w(u) una superf´ıcie reglada. Si
w(u) ∧w′(u) 6= 0, per a tot u ∈ I, diem que la superf´ıcie e´s no cil´ındrica.
Exemples 2.2.9. (1) L’helicoide recte e´s la superf´ıcie reglada generada
una recta mo`bil que uneix l’eix Oz amb l’he`lice α(u) = (a cosu,
a sinu, bu) perpendicularment a l’eix Oz. L’expressio´ anal´ıtica e´s,
ϕ(u, v) = (a cosu, a sinu, bu) + v(cosu, sinu, 0).
La generatriu Lu e´s normal a l’eix Oz i gira al voltant d’aquest eix formant
un angle u amb la seva posicio´ inicial L0. A me´s, el desplac¸ament de Lu al
llarg de Oz e´s bu. La superf´ıcie reglada ϕ e´s no cil´ındrica.
(2) El paraboloide hiperbo`lic equila`ter d’equacio´ z = cxy admet una para-
metritzacio´ com a superf´ıcie reglada per
ϕ(u, v) = (u, 0, 0) + v(0, 1, cu).
La generatriu Lu e´s normal a l’eix Ox i gira al voltant d’aquest eix formant
un angle θ(u) = arctan(cu) amb la seva posicio´ inicial L0. A me´s, el
desplac¸ament de Lu al llarg de Oz e´s u. La superf´ıcie reglada ϕ e´s no
cil´ındrica.
(3) L’hiperboloide de revolucio´ d’una sola fulla, d’equacio´{(x
a
)2
+
(y
a
)2
=
(z
c
)2
+ 1
}
,
admet una parametritzacio´ com a superf´ıcie reglada per
ϕ(u, v) = (a cosu, a sinu, 0) + v
(
− sinu, cosu, c
a
)
.
La superf´ıcie reglada ϕ e´s no cil´ındrica.
(4) El con x2 + y2 = z2 admet la parametritzacio´
ϕ(u, v) = v(cosu, sinu, 1).
La superf´ıcie reglada ϕ e´s no cil´ındrica.
(5) La superf´ıcie reglada ϕ(u, v) = v(u2, 1, 0) no e´s cil´ındrica ni tampoc e´s
no cil´ındrica, ja que w ∧w′ = (0, 0, 2u) s’anu·la nome´s en un punt.
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(6) Siguin
α(u) =
{
(e−
1
u2 , 0, 0), si u < 0,
(0, 0, 0), si u ≥ 0,
w(u) =
{
(0, 1, 0), si u ≤ 0,
(sin e−
1
u2 , cos e−
1
u2 , 0), si u > 0.
Com que w(u)∧w′(u) = 0 si u ≤ 0, i w(u)∧w′(u) 6= 0 si u > 0, la superf´ıcie
reglada associada ϕ(u, v) = α(u) + v · w(u) no e´s cil´ındrica ni tampoc e´s
no cil´ındrica. Si restringim el domini de la variable u a (−∞, 0), aleshores
ϕ e´s cil´ındrica, i si el restringim a (0,+∞), aleshores ϕ e´s no cil´ındrica.
Proposicio´ 2.2.10. Sigui ϕ(u, v) = α(u)+v ·w(u) una superf´ıcie reglada,
amb |w| = 1. Si ϕ e´s no cil´ındrica, aleshores existeix una u´nica directriu
α˜ tal que 〈α˜′,w′〉 = 0. A me´s α˜ esta` definida per
α˜(u) = α(u)− 〈α
′(u),w′(u)〉
|w′(u)|2 ·w(u).
Demostracio´. Sigui α˜(u) = α(u)+f(u)w(u), per una certa funcio´ inco`gnita
f . Aleshores α˜′ = α′ + f ′w + fw′, i 〈w′,w〉 = 0, per tant 〈α˜′,w′〉 = 0 si, i
nome´s si,
f(u) = − 〈α
′(u),w′(u)〉
〈w′(u),w′(u)〉 .

Definicio´ 2.2.11. Sigui ϕ(u, v) = α(u)+v ·w(u) una superf´ıcie reglada no
cil´ındrica. La corba α˜ de la proposicio´ anterior s’anomena l´ınia d’estriccio´
de ϕ. El punt α˜(u) ∈ Lu s’anomena el punt central de la generatriu Lu.
Proposicio´ 2.2.12. La l´ınia d’estriccio´ d’una superf´ıcie reglada nome´s
depe`n de la famı´lia de generatrius. A me´s, e´s invariant per un canvi del
para`metre u de la famı´lia {Lu}u∈I .
Demostracio´. Sigui
ϕ(u, v) = α(u) + vw(u)
una superf´ıcie reglada associada a {Lu}u∈I , amb |w| = 1. Aleshores, si
canviem w per −w, resulta immediatament que α˜ no canvia. Suposem ara
que canviem la directriu α per una nova directriu
β(u) = α(u) + µ(u)w(u).
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Aleshores
β˜ = β − 〈β
′,w′〉
|w′|2 w
= α + µw − 〈α
′,w′〉+ µ′〈w,w′〉+ µ〈w′,w′〉
|w′|2 w = α˜.
Finalment, sigui u = h(t) un canvi de para`metre i β = α ◦ h. Aleshores
β˜ = β − 〈β
′, (w ◦ h)′〉
|(w ◦ h)′|2 (w ◦ h)
= α ◦ h− 〈h
′ · α′ ◦ h, h′ ·w′ ◦ h〉
(h′)2|w′|2 w ◦ h = α˜ ◦ h.

Proposicio´ 2.2.13. Sigui ϕ(u, v) = α(u) + v ·w(u) una superf´ıcie reglada
(amb |w| no necessaria`ment unitari). Aleshores la l´ınia d’estriccio´ e´s
α˜ = α− 〈α
′ ∧w,w′ ∧w〉
|w′ ∧w|2 ·w.
Demostracio´. Expressem w en la forma w = f · w1, on w1 = w|w| e´s un
camp de vectors unitari i f = |w| 6= 0. Aleshores w′ = f ′w1 + fw′1 i
〈α′ ∧w,w′ ∧w〉 =
∣∣∣∣α′ ·w′ α′ ·ww ·w′ w ·w
∣∣∣∣
= (α′ ·w′)(w ·w)− (w′ ·w)(α′ ·w)
= (f ′α′ ·w1 + fα′ ·w′1)f 2 − (ff ′)(fα′ ·w1) = f 3(α′ ·w′1),
|w′ ∧w|2 = f 4|w′1 ∧w1|2 = f 4|w1|2,
per tant
α− 〈α
′ ∧w,w′ ∧w〉
|w′ ∧w|2 ·w = α−
f 3α′ ·w′1
f 4|w′1|2
fw1 = α− α
′ ·w′1
|w′1|2
w1
e´s la l´ınia d’estriccio´. 
Exemples 2.2.14.
(1) La l´ınia d’estriccio´ de l’helicoide de l’exemple 2.2.9 (1) e´s l’eix (0, 0, bu).
(2) La l´ınia d’estriccio´ del paraboloide hiperbo`lic de l’exemple 2.2.9 (2) e´s
(u, 0, 0).
(3) La l´ınia d’estriccio´ de l’hiperboloide d’una fulla de l’exemple 2.2.9 (3)
e´s (a cosu, a sinu, 0).
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Proposicio´ 2.2.15. Sigui ϕ(u, v) = α(u) + v ·w(u) una superf´ıcie reglada
no cil´ındrica, amb |w| = 1. Existeix una u´nica funcio´ λ(u) tal que
α′(u) ∧w(u) = λ(u)w′(u).
La funcio´ λ e´s diferenciable i satisfa`
λ(u) =
(α′(u),w(u),w′(u))
|w′(u)|2 .
Demostracio´. Com que |w| = 1 es te´ w · w′ = 0, i com que α e´s la l´ınia
d’estriccio´, α′ ·w′ = 0, per tant, sent w′(u) 6= 0 per a tot u, existeix un u´nic
escalar λ(u) tal que α′(u)∧ (u) = λ(u)w′(u). Multiplicant escalarment per
w′ obtenim
λ(u)|w′(u)|2 = (α′(u),w(u),w′(u)).

Definicio´ 2.2.16. La funcio´ λ de la proposicio´ anterior s’anomena el
para`metre de distribucio´ de ϕ.
Proposicio´ 2.2.17. El para`metre de distribucio´ d’una superf´ıcie reglada
nome´s depe`n de la famı´lia de generatrius. A me´s, e´s invariant per un canvi
del para`metre u de la famı´lia {Lu}u∈I .
Demostracio´. Sigui
ϕ(u, v) = α(u) + vw(u)
una superf´ıcie reglada associada a {Lu}u∈I , amb |w| = 1. Aleshores, si
canviem w per −w, resulta immediatament que λ no canvia. Suposem ara
que canviem la directriu α per una nova directriu
β(u) = α(u) + µ(u)w(u).
Aleshores β′ = α′ + µw′ + µ′w, per tant
(β′,w,w′) = (α′ + µ′w + µw′,w,w′) = (α′,w,w′).
D’on resulta λα = λβ.
Finalment, siguin u = h(t) un canvi de para`metre i β := α ◦ h. Aleshores
λα◦h =
((α ◦ h)′,w ◦ h, (w ◦ h)′)
|(w ◦ h)′|2
=
(h′ · α′ ◦ h,w ◦ h, h′ ·w′ ◦ h)
(h′)2|w′ ◦ h|2 = λα ◦ h.

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Proposicio´ 2.2.18. Sigui ϕ(u, v) = α(u) + v ·w(u) una superf´ıcie reglada
(amb |w| no necessa`riament unitari). Aleshores el para`metre de distribucio´
de ϕ e´s
λ =
(α′,w,w′)|w|2
|w′ ∧w|2 .
Demostracio´. Expressem w en la forma w = f · w1, on w1 = w|w| e´s un
camp de vectors unitari i f = |w| 6= 0. Aleshores w′ = f ′w1 + fw′1, i
|w′ ∧w|2 = f 4|w1|2. D’altra banda
(α′,w,w′) = (α′, fw1, f ′w1 + fw′1) = f
2(α′,w1,w′1),
per tant
(α′,w,w′)|w|2
|w′ ∧w|2 =
(α′,w1,w′1)|w|2f 2
f 4|w′1|2
= λ.

Exemples 2.2.19. (1) El para`metre de distribucio´ de l’helicoide 2.2.9 (1)
e´s λ = b.
(2) El para`metre de distribucio´ del paraboloide hiperbo`lic 2.2.9 (2) e´s
λ =
1 + c2u2
c
.
(3) El para`metre de distribucio´ del hiperboloide d’una fulla 2.2.9 (3) e´s
λ = −c.
Proposicio´ 2.2.20. Sigui ϕ(u, v) = α(u) + v ·w(u) una superf´ıcie reglada
tal que |w| = 1. Si ϕ e´s no cil´ındrica i α e´s la l´ınia d’estriccio´, aleshores
ϕu ∧ ϕv = λ ·w′ + v ·w′ ∧w.
En particular, un punt (u, v) e´s singular si, i nome´s si, λ(u) = v = 0.
Demostracio´. Es te´
ϕu ∧ ϕv = (α′ + v ·w′) ∧w = α′ ∧w + v ·w′ ∧w = λ ·w′ + v ·w′ ∧w.

Definicio´ 2.2.21. Sigui ϕ(u, v) = α(u) + v · w(u) una superf´ıcie reglada
no cil´ındrica amb |w| = 1. Els vectors
N0(u) =
w′(u)
|w′(u)| , N∞(u) =
w′(u) ∧w(u)
|w′(u) ∧w(u)|
s’anomenen, respectivament, el vector normal central i el vector normal
asimpto`tic de la generatriu Lu.
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De la proposicio´ anterior se segueix fa`cilment el teorema segu¨ent degut a
Chasles.
Teorema 2.2.22. Teorema de Chasles. Sigui ϕ(u, v) = α(u) + v · w(u)
una superf´ıcie reglada tal que |w| = 1. Suposem que ϕ e´s no cil´ındrica i α
e´s la seva l´ınia d’estriccio´. Sigui u ∈ I.
(1) Si λ(u) = 0, i v 6= 0, aleshores N(u, v) = ±N∞(u) i el vector normal
unitari de ϕ e´s constant al llarg de la generatriu Lu.
(2) Si λ(u) 6= 0, aleshores
Nϕ(u, v) =
λ(u)√
λ2(u) + v2
N0(u) +
v√
λ2(u) + v2
N∞(u).
En particular, si θ(u, v) denota l’angle entre N0(u) i N(u, v), aleshores
tan θ(u, v) =
v
λ(u)
.
Finalment,
±N∞(u) = lim
v→±∞N(u, v).
Exercici 2.2.23. Proveu que el para`metre de distribucio´ e´s invariant per
desplac¸aments positius de l’espai i que la l´ınia d’estriccio´ d’una superf´ıcie
reglada es transforma en la l´ınia d’estriccio´ de la seva desplac¸ada per un
desplac¸ament.
2.2.3. Superf´ıcies desenvolupables.
Definicio´ 2.2.24. Una superf´ıcie reglada s’anomena co`nica si totes les
seves generatrius passen per un punt fix.
Proposicio´ 2.2.25. Si {Lu}u∈I e´s una famı´lia de generatrius que passen
per un punt fix p, aleshores te´ una superf´ıcie reglada associada de la forma
ϕ(u, v) = p+ v ·w(u).
A me´s, si ϕ e´s no cil´ındrica, la l´ınia d’estriccio´ i el para`metre de distribucio´
so´n, respectivament,
α(u) = p, λ(u) = 0, ∀u ∈ I.
El rec´ıproc de la proposicio´ 2.2.25 e´s trivialment cert, i do´na un criteri per
saber si una superf´ıcie e´s co`nica.
Proposicio´ 2.2.26. Si ϕ e´s una superf´ıcie reglada no cil´ındrica amb l´ınia
d’estriccio´ constant, aleshores ϕ e´s co`nica.
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Definicio´ 2.2.27. Sigui α una corba 1-regular. La superf´ıcie de rectes
tangents de α,
ϕ(u, v) = α(u) + v · α′(u),
s’anomena la superf´ıcie tangencial de α.
Hem vist que quan el para`metre de distribucio´ d’una superf´ıcie reglada no
cil´ındrica s’anul·la en una generatriu, aleshores el vector normal unitari de
la superf´ıcie e´s constant al llarg de tota la generatriu. Aixo` passa tambe´ per
a les superf´ıcies cil´ındriques. Amb la definicio´ de superf´ıcie desenvolupable
incloem tant les superf´ıcies cil´ındriques com aquelles que tenen para`metre
de distribucio´ nul.
Definicio´ 2.2.28. Una superf´ıcie reglada ϕ es diu desenvolupable si la recta
normal e´s constant al llarg de les generatrius.
Proposicio´ 2.2.29. Una superf´ıcie reglada ϕ = α+v ·w e´s desenvolupable
si, i nome´s si, (α′,w,w′) = 0.
Demostracio´. Per 1.2.3, perque` la direccio´ de n = ϕu∧ϕv = α′∧w+v·w′∧w
no depengui de v e´s necessari i suficient que n ∧ nv = 0. De la fo´rmula
(a∧b)∧c = (a·c)b−(b·c)a (vegeu http : //en.wikipedia.org/wiki/V ector
triple product#V ector triple product es dedueix
n ∧ nv = (α′ ∧w + v ·w′ ∧w) ∧ (w′ ∧w) = (α′,w′,w)w,
i per tant n ∧ nv e´s nul si i nome´s si (α′,w,w′) = 0. 
Proposicio´ 2.2.30. Les superf´ıcies segu¨ents son desenvolupables:
(1) Una superf´ıcie cil´ındrica.
(2) Una superf´ıcie co`nica.
(3) La superf´ıcie tangencial d’una corba 1-regular.
A continuacio´ donem un teorema que es podria dir de “classificacio´ de les
superf´ıcies desenvolupables”, i que es pot llegir de forma imprecisa dient
que “tota superf´ıcie desenvolupable e´s cil´ındrica, co`nica o tangencial”.
Teorema 2.2.31. Sigui ϕ una superf´ıcie reglada no cil´ındrica amb l´ınia
d’estriccio´ α que e´s una corba parametritzada 1-regular. Aleshores ϕ e´s
una superf´ıcie desenvolupable si, i nome´s si, ϕ e´s la superf´ıcie tangencial
de α.
Demostracio´. Podem suposar que ϕ(u, v) = α(u) + vw(u) amb |w| = 1 i
que la l´ınia d’estriccio´ e´s α. Aleshores, per la proposicio´ 2.2.20, α′ ∧w =
λw′ = 0. Per tant, w e´s paral·lel a α′(u), i aleshores ϕ e´s la superf´ıcie
tangencial de α. 
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Exemple 2.2.32. La superf´ıcie parametritzada
ϕ(u, v) = (cosu+ sinu− v sinu, sinu− cosu+ v cosu, 2u+ 2v − 2)
s’escriu en la forma
ϕ(u, v) = (cosu+ sinu, sinu− cosu, 2u− 2) + v(− sinu, cosu, 2)
per tant e´s una superf´ıcie reglada amb
α(u) = (cosu+ sinu, sinu− cosu, 2u− 2),
w(u) = (− sinu, cosu, 2).
Com que (α′,w,w′) = 0, ϕ e´s desenvolupable. Com que |w ∧ w′| 6= 0,
ϕ e´s no cil´ındrica, i la seva l´ınia d’estriccio´ e´s β(u) = (cosu, sinu, 2u).
Finalment β′ = w, per tant ϕ e´s una superf´ıcie desenvolupable tangencial.
Exemple 2.2.33. Les u´niques superf´ıcies desenvolupables que es recolzen
en les circumfere`ncies
C1 = {x2 + y2 = r2, z = 0}, C2 = {x2 + y2 = r2, z = a}
so´n la superf´ıcie co`nica
ϕ1(u, v) = (0, 0,
a
2
) + v(2r cosu, 2r sinu,−a)
i la superf´ıcie cil´ındrica
ϕ2(u, v) = (r cosu, r sinu, v).
2.3. La me`trica o primera forma fonamental.
Definicio´ 2.3.1. Sigui ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada regular.
Es diu que una corba parametritzada α : I −→ R3 esta` sobre la superf´ıcie
parametritzada ϕ si existeix una aplicacio´ diferenciable β : I −→ U tal que
α = ϕ ◦ β.
L’aplicacio´ β(t) = (u(t), v(t)) s’anomena les coordenades de α en la para-
metritzacio´ ϕ. En aquest cas es te´
α′(t) = u′(t)ϕu(β(t)) + v′(t)ϕv(β(t)),
per tant α′(t) ∈ Tβ(t)ϕ i les derivades (u′(t), v′(t)) so´n les components del
vector α′(t) en la base (ϕu(β(t)), ϕv(β(t))) de Tβ(t)ϕ.
Per calcular la norma del vector tangent α′(t) farem servir els coeficients
de la primera forma fonamental que definim a continuacio´.
Definicio´ 2.3.2. Siguin ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada re-
gular, q ∈ U . La restriccio´ al pla tangent Tqϕ de la me`trica de R3 es diu
primera forma fonamental de ϕ en q, i es denota per Iϕ(q).
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Els coeficients de la matriu de Iϕ(q) en la base (ϕu(q), ϕv(q)) so´n els escalars
E(q) = 〈ϕu(q), ϕu(q)〉, F (q) = 〈ϕu(q), ϕv(q)〉, G(q) = 〈ϕv(q), ϕv(q)〉.
que s’anomenen els coeficients de la primera forma fonamental de ϕ en q.
Les funcions
E = 〈ϕu, ϕu〉, F = 〈ϕu, ϕv〉, G = 〈ϕv, ϕv〉,
so´n funcions diferenciables definides a U que s’anomenen els coeficients de
la primera forma fonamental de ϕ.
La matriu
Iϕ =
(
E F
F G
)
s’anomena matriu de la primera forma fonamental de ϕ.
Siguin q = (u, v) ∈ U , i
X = λ1ϕu(q) + λ2ϕv(q), Y = µ1ϕu(q) + µ2ϕv(q)
dos vectors tangents a ϕ en q, aleshores
Iϕ(q)(X,Y) = 〈X,Y〉 =
(
λ1 λ2
)(E(q) F (q)
F (q) G(q)
)(
µ1
µ2
)
= λ1µ1E(q) + (λ1µ2 + µ1λ2)F (q) + λ2µ2G(q).
Considerem de nou la corba α = ϕ(u(t), v(t)), i sigui t ∈ I, q = (u(t), v(t)).
Podem usar la matriu de la primera forma fonamental per calcular la norma
del vector α′(t) = u′(t)ϕu(q) + v′(t)ϕv(q). En efecte, es te´
|α′(t)|2 = (u′(t) v′(t))(E(q) F (q)
F (q) G(q)
)(
u′(t)
v′(t)
)
= E(q) · (u′(t))2 + 2F (q) · u′(t)v′(t) +G(q) · (v′(t))2,
que escriurem abreujadament en la forma
|α′|2 = (E · (u′)2 + 2F · u′v′ +G · (v′)2)|(u,v)=(u(t),v(t))
o simplement
|α′|2 = E · (du)2 + 2F · du · dv +G · (dv)2.
Per a calcular l’angle que formen dues corbes sobre la superf´ıcie α i α˜ en
un punt de tall q = (u, v) farem servir el producte escalar dels vectors
velocitat w = u′ϕu(q) + v′ϕv(q) i w˜ = u˜′ϕu(q) + v˜′ϕv(q) corresponents,
〈w, w˜〉 = (u′ v′)(E F
F G
)(
u˜′
v˜′
)
= u′u˜′E + u′v˜′F + v′u˜′F + v′v˜′G.
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Com veurem me´s endavant (vegeu Proposicio´ 3.2.14), e´s impossible de fer
una representacio´ plana de qualsevol tros de la superf´ıcie d’una esfera sense
deformar les dista`ncies. El problema dels mapes consisteix a obtenir re-
presentacions de la superf´ıcie terrestre que conservin certes caracter´ıstiques
me`triques (vegeu http://en.wikipedia.org/wiki/Map projection). Per a ca-
da caracter´ıstica es fa servir un tipus diferent de mapa.
Donem ara algunes definicions relatives a aquest problema.
Definicio´ 2.3.3. Sigui ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada regular.
Es diu que ϕ
(1) e´s una parametritzacio´ localment isome`trica si Iϕ = ( 1 00 1 ),
(2) e´s una parametritzacio´ localment isome`trica llevat d’un factor d’escala
r > 0, constant, si Iϕ =
(
r2 0
0 r2
)
,
(3) e´s una parametritzacio´ conforme si existeix una funcio´ diferenciable
r(u, v) > 0 tal que Iϕ(u, v) =
(
(r(u,v))2 0
0 (r(u,v))2
)
,
Observacions 2.3.4. (1) Una parametritzacio´ localment isome`trica ϕ :
U −→ S conserva les longituds de les corbes, e´s a dir, si β : I −→ U e´s
una corba i α = ϕ ◦ β, aleshores |α′| = |β′| i long(α, t0, t1) = long(β, t0, t1),
∀t0, t1 ∈ I.
Una parametritzacio´ localment isome`trica d’una superf´ıcie e´s, part tant,
ana`loga a una parametritzacio´ pel para`metre longitud de l’arc d’una corba,
pero` una superf´ıcie qualsevol no admet, en general, una parametritzacio´
isome`trica.
(2) Una parametritzacio´ localment isome`trica llevat d’un factor d’escala r
multiplica les longituds de les corbes pel factor r.
(3) Una parametritzacio´ conforme conserva els angles entre les corbes.
A continuacio´ donem una versio´ global del concepte d’isometria.
Definicio´ 2.3.5. Sigui ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada regular.
Es diu que ϕ e´s una parametritzacio´ isome`trica si e´s localment isome`trica
i un homeomorfisme (de U amb ϕ(U)).
Per a les parametritzacions que so´n homeomorfismes te´ intere`s considerar
la propietat de conservacio´ d’a`rees.
Per a calcular l’a`rea d’una superf´ıcie es fa servir el determinant gramia` de
la base (ϕu, ϕv)
det
(
E F
F G
)
= det
(
(dϕ)> · dϕ) .
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Per la fo´rmula de Lagrange 0.8, l’arrel quadrada d’aquest escalar positiu
e´s l’area del paral·lelogram definit pels vectors (ϕu, ϕv) :
Lema 2.3.6.
√
EG− F 2 = |ϕu ∧ ϕv|
Observacio´ 2.3.7. Sigui Q ⊂ U un subconjunt mesurable i relativament
compacte de U sobre el qual ϕ e´s injectiva. L’a`rea de la regio´ R = ϕ(Q)
de la superf´ıcie, es defineix per
A (R) :=
∫
Q
√
EG− F 2dudv,
i no depe`n de la carta escollida.
Definicio´ 2.3.8. Sigui ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada regular
que e´s un homeomorfisme. Es diu que ϕ
(1) conserva a`rees si det Iϕ = 1 (vegeu http://en.wikipedia.org/ wiki/
Equiareal map i el llibre d’Arqu´ımedes, Sobre l’esfera i el cilindre http://en.
wikipedia.org/wiki/On the Sphere and Cylinder).
(2) conserva a`rees llevat d’un factor d’escala r > 0 si det Iϕ = r
4 (vegeu
http://en.wikipedia.org/wiki/Gall-Peters projection).
Observacio´ 2.3.9. Una parametritzacio´ que conserva a`rees localment (resp.
llevat d’un factor d’escala r), transforma una regio´ Q del pla de para`metres
en una regio´ ϕ(Q) de la superf´ıcie amb la mateixa a`rea (resp. una regio´ de
la superf´ıcie l’a`rea de la qual e´s r2 vegades l’a`rea de Q).
Exemples 2.3.10. (1) Sigui α(u) = (x(u), y(u), 0) una corba en el pla
z = 0, parametritzada pel para`metre longitud d’arc, y w0 = (0, 0, 1). La
superf´ıcie cil´ındrica
ϕ(u, v) = α(u) + vw0
e´s una parametritzacio´ localment isome`trica.
(2) La superf´ıcie parametritzada
ϕ(u, v) = (R cos
v
R
,R sin
v
R
, u), u ∈ R, 0 < v < 2pi,
e´s una parametritzacio´ isome`trica i la seva trac¸a esta` continguda en el
cilindre x2 + y2 = R2.
(3) La superf´ıcie parametritzada
ϕ(u, v) = (R cos v,R sin v,Ru), (u, v) ∈ R2
e´s una parametritzacio´ localment isome`trica llevat del factor d’escala R i
la seva trac¸a esta` continguda en el cilindre x2 + y2 = R2.
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(4) La superf´ıcie parametritzada
ϕ(u, v) = R(cos v sech u, sin v sech u, tanhu),
e´s una parametritzacio´ conforme, i la seva trac¸a esta` continguda en l’esfera
de radi R.
(N.B. Funcions hiperbo`liques: sech u = 1coshu , tanh u :=
sinhu
coshu .)
(5) La superf´ıcie parametritzada
ϕ(u, v) = R(
√
1− u2 cos v,
√
1− u2 sin v, u), |u| < 1, 0 < v < 2pi
conserva a`rees, llevat del factor d’escala R, i la seva trac¸a esta` continguda
en l’esfera de radi R. Quan R = 1, ϕ conserva a`rees.
2.4. Canvis de para`metre.
El teorema de la funcio´ impl´ıcita e´s una bona font d’exemples de superf´ıcies.
A continuacio´ recordarem aquest resultat del Ca`lcul diferencial en diverses
variables.
Definicio´ 2.4.1. Siguin V un obert no buit de Rn, f : V −→ Rp una
aplicacio´ diferenciable, a ∈ f(V ) un valor de f , i
S = {x ∈ V ; f(x) = a }.
Diem que a e´s un valor regular de f si dxf te´ rang p per a tot x ∈ S.
Una primera versio´ geome`trica del teorema de la funcio´ impl´ıcita per a
superf´ıcies e´s la segu¨ent:
Teorema 2.4.2. Teorema de la funcio´ impl´ıcita, 1a versio´. Si V e´s un
obert de R3, f : V −→ R una funcio´ diferenciable i a ∈ f(V ) un valor
regular de f , aleshores S := f−1(a) e´s, localment, la gra`fica d’una funcio´
diferenciable (que resulta d’a¨ıllar una variable convenient a l’entorn de cada
punt de S). A me´s, el pla tangent a S en un punt p ∈ S e´s Ker dpf .
Demostracio´. La primera part del teorema e´s un resultat de l’Ana`lisi. Ve-
gem la segona. Si ϕ : U −→ S e´s una parametritzacio´ d’un obert de S
obtinguda a¨ıllant una variable en funcio´ de les altres, aleshores f ◦ ϕ e´s
constant, per tant, per a tot q ∈ U es te´ 0 = dq(f ◦ ϕ) = dϕ(q)f ◦ dqϕ i la
imatge de dqϕ esta` continguda en el nucli de dϕ(q)f . Com que els subespais
vectorials Imdqϕ i Ker dϕ(q)f tenen la mateixa dimensio´, que e´s igual a dos,
i l’un esta` contingut en l’altre, els dos subespais so´n iguals. 
Exemples 2.4.3. (1) L’esfera de radiR > 0, i centre en el punt (x0, y0, z0) ∈
R3,
S = {(x, y, z) ∈ R3; (x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = R2 },
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e´s, localment, la trac¸a d’una superf´ıcie regular.
En efecte, sigui f(x, y, z) = (x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2. Com que
R > 0, SR 6= ∅, i
dxf =
(
2(x− x0) 2(y − y0) 2(z − z0)
)
e´s no nul per a tot x = (x, y, z) ∈ S, per tant R2 e´s un valor regular de f .
(2) Helicoide recte: y cos za = x sin
z
a .
(3) Con de revolucio´: V = {(x, y, z) ∈ R3; (x, y, z) 6= (0, 0, 0)} obert de R3
i S = {(x, y, z) ∈ V ; x2 + y2 − z2 = 0}.
(4) Tor: siguin a, b constants tals que 0 < a < b i V = {(x, y, z) ∈
R3;x2 + y2 > 0}. El conjunt
{(x, y, z) ∈ V ; (b−
√
x2 + y2)2 + z2 = a2}
satisfa` les hipo`tesis del teorema. S e´s la superf´ıcie de revolucio´ engendrada
per una circumfere`ncia de radi b que gira al voltant d’un eix coplanar a
dista`ncia b del seu centre, i es diu tor.
(5) Cacauet: siguin a, b constants tals que b > a > 0. El conjunt donat per
l’equacio´
((x− a)2 + y2 + z2)((x+ a)2 + y2 + z2) = b4
satisfa` les hipo`tesis del teorema. Aquesta e´s la superf´ıcie de revolucio´
engendrada per un oval de Cassini
(vegeu http://en.wikipedia.org/wiki/Cassini oval).
(6) Tor doble (superf´ıcie compacta orientable de ge`nere 2): (x(x− 1)2(x−
2)+y2)2 +z2 = ε2, on ε = 10−1 (vegeu http://implicit-equation-for-double-
torus-genus-2-orientable-surface).
(7) Columna sinuso¨ıdal: x2 + y2 = (2 + sin z)2.
(8) Ona bidimensional: z = cos
√
x2 + y2
Un conjunt S com en el teorema 2.4.2 es pot parametritzar de diferents ma-
neres a¨ıllant una de les variables en funcio´ de les altres. Dues qualssevol d’a-
questes parametritzacions estan relacionades per un canvi de para`metres.
Definicio´ 2.4.4. Sigui U un obert de R2. Un canvi de variables a U e´s un
difeomorfisme h : V −→ U , on V e´s un obert de R2.
Definicio´ 2.4.5. Siguin ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada de R3
i h : V −→ U un canvi de variables a U . L’aplicacio´
ψ := ϕ ◦ h : V −→ R3
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e´s una superf´ıcie parametritzada. Diem que ϕ ◦ h e´s la reparametritzacio´
de ϕ pel canvi de para`metres h. En particular es te´ la relacio´ ψ = ϕ ◦ h
entre les dues superf´ıcies parametritzades.
Proposicio´ 2.4.6. Invaria`ncia del pla tangent per canvi de para`metres.
Siguin ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada de R3, h : V −→ U un
canvi de variables a U i ψ := ϕ ◦ h : V −→ R3. Aleshores ϕ e´s regular si,
i nome´s si, ψ e´s regular. En aquest cas, els plans tangents de ϕ i de ψ, en
punts corresponents, coincideixen:
Im dqψ = Im dh(q)ϕ, ∀q ∈ V.
En particular, amb la notacio´ de 2.1.5, tenim
Nψ(q) = εNϕ(h(q)), ∀q ∈ V,
on ε denota el signe de det dh.
Demostracio´. Aplicant la regla de la cadena a la relacio´ ψ = ϕ◦h obtenim,
per a q ∈ V ,
dqψ = dh(q)ϕ ◦ dqh,
i, com que dqh e´s un isomorfisme, les imatges de dqψ i dh(q)ϕ coincideixen.

De la teoria d’equacions diferencials s’obte´ el resultat segu¨ent, que no es
generalitza a dimensio´ superior a dos.
Teorema 2.4.7. Siguin ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada re-
gular i X : U −→ R3, Y : U −→ R3 dos camps vectorials tangents a
ϕ. Si q := (u, v) ∈ U e´s un punt tal que (X(q), Y (q)) so´n dos vectors
linealment independents de Tqϕ, aleshores existeix un canvi de para`metres
h : V −→ U ′, on U ′ e´s un entorn obert de q a U , tal que, si notem
ψ(s, t) := ϕ ◦ h, aleshores ψs e´s proporcional a X ◦ h i ψt e´s proporcional
a Y ◦ h.
2.5. Superf´ıcies regulars.
Per avanc¸ar en la teoria de superf´ıcies es necessita una definicio´ me´s ela-
borada de superf´ıcie, de la qual la definicio´ de superf´ıcie parametritzada
e´s nome´s una etapa inicial. En aquesta seccio´ introduirem un concepte
intermedi, el de superf´ıcie regular de R3. Utilitzarem el llenguatge de la
cartografia. Aix´ı definim primer una carta (bidimensional) d’un subcon-
junt S de R3 com una superf´ıcie parametritzada regular la trac¸a de la qual
esta` continguda a S, i que satisfa` una condicio´ te`cnica addicional que te´
un paper crucial en el desenvolupament de la teoria de superf´ıcies. Ales-
hores definim una superf´ıcie de R3 com un subconjunt S de R3 que es pot
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recobrir amb una famı´lia de cartes. El conjunt de totes aquestes cartes e´s
un atles de S. Les superf´ıcies que es poden recobrir amb nome´s una carta
tambe´ s’anomenen superf´ıcies simples.
Definicio´ 2.5.1. Sigui S un subconjunt de R3. Una carta (bidimensional)
de S e´s una superf´ıcie parametritzada regular
ϕ : U −→ R3
tal que ϕ(U) e´s un obert de S per a la topologia relativa 4 de S i ϕ : U −→
ϕ(U) e´s un homeomorfisme.
Diem que l’obert ϕ(U) de S e´s un obert de coordenades de S, i ϕ : U −→ S
un sistema de coordenades de S a ϕ(U).
Si una carta ϕ : U −→ S de S satisfa` S = ϕ(U), diem que ϕ e´s una carta
global de S, i que S e´s una superf´ıcie simple.
Definicio´ 2.5.2. Un subconjunt no buit S de R3 e´s una superf´ıcie regular
si existeix una famı´lia de cartes A = {ϕ : Uϕ → R3}ϕ∈Φ de S tals que
S =
⋃
ϕ∈Φ
ϕ(Uϕ).
De la famı´lia A en diem un atles (2-dimensional) de S.
Exemples 2.5.3. (1) Un subconjunt obert no buit d’una superf´ıcie regular
e´s una superf´ıcie regular.
(2) Si ϕ e´s una carta global d’una superf´ıcie S, aleshores S e´s una superf´ıcie
regular i A = {ϕ} e´s un atles de S.
Exemple 2.5.4. Si h : U −→ R e´s una aplicacio´ diferenciable definida en
un obert U no buit de R2, aleshores la seva gra`fica,
Γh = {(x, y, z) ∈ U × R; z = h(x, y) },
e´s una superf´ıcie regular de R3, ja que l’aplicacio´ ϕ : U −→ S definida per
ϕ(x, y) = (x, y, h(x, y)) n’e´s una carta global.
La versio´ geome`trica definitiva del teorema de la funcio´ impl´ıcita e´s la
segu¨ent:
Teorema 2.5.5. Teorema de la funcio´ impl´ıcita. Si V e´s un obert de R3,
f : V −→ R una aplicacio´ diferenciable i a ∈ f(V ) un valor regular de
f , aleshores S := f−1(a) e´s una superf´ıcie regular (que no e´s simple en
general).
Exemple 2.5.6. Tots els exemples de 2.4.3
4e´s a dir, existeix un obert W de R3 tal que ϕ(U) = S ∩W .
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Teorema 2.5.7. Teorema del canvi de para`metres. Siguin S una superf´ıcie
regular, i ϕ : U −→ S, ψ : V −→ S dues cartes de S tals que W =
ϕ(U)∩ψ(V ) e´s no buit. Siguin U ′ := ϕ−1(W ), V ′ := ψ−1(W ) subconjunts
de U i de V respectivament. Aleshores U ′ i V ′ so´n oberts de R2 i l’aplicacio´
de canvi de cartes h = ψ−1 ◦ ϕ : U ′ −→ V ′ e´s un difeomorfisme tal que
ψ ◦ h = ϕ.
A partir d’ara farem servir el terme superf´ıcie per indicar una superf´ıcie
regular. El lector que aix´ı ho desitgi podra` suposar que la superf´ıcie e´s
simple.
Teorema 2.5.8. Criteri fa`cil de carta. Sigui S una superf´ıcie regular. Si
ϕ : U −→ R3 e´s una aplicacio´ tal que
(i) ϕ e´s diferenciable, i rg dqϕ = 2, ∀q ∈ U , (e´s a dir, ϕ e´s una superf´ıcie
parametritzada regular),
(ii) ϕ(U) ⊂ S,
(iii) ϕ e´s injectiva,
aleshores ϕ(U) e´s un obert de S i ϕ : U −→ ϕ(U) e´s un homeomorfisme.
En particular, ϕ e´s una carta de S.
Exemple 2.5.9. Sigui a 6= 0. Hem vist que l’helicoide recte:
S =
{
(x, y, z) ∈ R3; y cos z
a
= x sin
z
a
}
e´s una superf´ıcie regular. Sigui ϕ : R2 −→ R3 l’aplicacio´ definida per
ϕ(u, v) = (v cosu, v sinu, au).
E´s fa`cil comprovar que ϕ e´s una superf´ıcie parametritzada regular, que la
seva trac¸a esta` continguda a S i que ϕ e´s injectiva. Pel criteri fa`cil de
carta, ϕ e´s una carta de S. Vegem ara que ϕ(R2) = S, per tant que ϕ e´s
una carta global de S i S e´s una superf´ıcie simple.
En efecte, si (x, y, z) ∈ S, aleshores les equacions
x = v cosu, y = v sinu, z = au
tenen com a solucio´
(u, v) = ϕ−1(x, y, z) =

(
z
a
,
x
cos za
)
, si cos
z
a
6= 0(
z
a
,
y
sin za
)
, si sin
z
a
6= 0
,
per tant ϕ es una bijeccio´ de R2 a S.
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Arribats aqu´ı, podem comprovar expl´ıcitament el que ja sabem pel criteri
fa`cil de carta, que l’aplicacio´ inversa ϕ−1 : S −→ R2 e´s cont´ınua. En
efecte, pel raonament anterior sabem que l’aplicacio´ inversa ϕ−1 : S −→ R2
esta` definida a trossos sobre els oberts U = {(x, y, z) ∈ S; cos za 6= 0}
i V = {(x, y, z) ∈ S; sin za 6= 0} de S per les fo´rmules que hem trobat.
Aquesta funcio´ ϕ−1 esta` ben definida, ja que en la interseccio´ U ∩ V les
dues fo´rmules coincideixen. A me´s, en cada un dels dos oberts de U i V
l’aplicacio´ ϕ−1 e´s cont´ınua, perque` ho so´n les seves components.
Exemple 2.5.10. Considerem l’esfera S = {x2 + y2 + z2 = 1}. Aplicant el
teorema de la funcio´ impl´ıcita obtenim que S e´s una superf´ıcie regular.
Siguin U :=
(−pi2 , pi2)× (−pi, pi) i ϕ : U −→ R3 l’aplicacio´ definida per
ϕ(u, v) = (cosu cos v, cosu sin v, sinu), ∀(u, v) ∈ U.
Aleshores ϕ e´s una carta de S. En efecte, aplicant el criteri fa`cil de carta
n’hi ha prou a comprovar que la trac¸a de ϕ esta` continguda en S, l’aplicacio´
ϕ e´s injectiva i la diferencial de ϕ te´ rang 2 sobre U , tasca que deixem com a
exercici. Finalment, observem que l’expressio´ anal´ıtica de la funcio´ inversa
e´s
ϕ−1(x, y, z) =
(
arcsin z, 2 · arctan y
x+
√
x2 + y2
)
,
on arcsin : (−1, 1) −→ (−pi2 , pi2) i arctan : R −→ (−pi, pi) so´n les determina-
cions principals (vegeu http://en.wikipedia.org/wiki/Argument complex
analysis).
En aquest cas la carta ϕ no e´s una carta global, ni pot existir-ne cap, ja
que S e´s compacte.
Exemple 2.5.11. A continuacio´ donem un contraexemple on falla el teo-
rema del canvi de para`metre si no es demana la hipo`tesi que les parame-
tritzacions siguin homeomorfismes. Farem l’exemple en dimensio´ 1 on la
trac¸a sera` la figura ∞.
Siguin I = (−pi2 , 3pi2 ), α : I −→ R2 l’aplicacio´ definida per α(t) = (cos t, sin 2t)
i C = α(I). L’aplicacio´ α e´s 1-regular i injectiva, pero` la inversa α−1 :
C −→ I no e´s cont´ınua. En efecte, si tn e´s una successio´ de punts de I
amb l´ımit 3pi/2, aquest limit no pertany a I, en canvi la successio´ de les
imatges (xn, yn) := α(tn) te´ l´ımit α(pi/2) a C. Per tant, (xn, yn) ∈ C e´s
una successio´ de punts de C, amb l´ımit a C tal que les seves antiimatges
tn = α
−1(xn, yn) formen una successio´ sense l´ımit a I. La trac¸a de α e´s
la figura ∞, que e´s un espai compacte i per tant no e´s homeomorf a un
interval obert.
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Considerem ara l’aplicacio´ β : I −→ R2 definida per β(u) = (cosu,
− sin 2u). L’aplicacio´ β e´s 1-regular, injectiva i te´ la mateixa trac¸a C que
α. Tanmateix, el canvi de para`metre t = h(u) no e´s una aplicacio´ cont´ınua:
h(u) =

− u, si − pi
2
< u <
pi
2
pi
2
, si u =
pi
2
2pi − u, si pi
2
< u < 3
pi
2
.
Malgrat aquest contraexemple, una variant del teorema de la funcio´ inversa
permet demostrar que tota superf´ıcie parametritzada regular e´s, en un
entorn de cada punt del seu domini, una carta.
Proposicio´ 2.5.12. Sigui ϕ : U −→ R3 una superf´ıcie parametritzada
regular. Per a tot q ∈ U existeix un entorn obert U ′ de q en U tal que
ϕ(U ′) e´s una superf´ıcie regular i ϕ : U ′ −→ ϕ(U ′) e´s una carta global de
ϕ(U ′).
2.6. Funcions i aplicacions diferenciables.
Definirem funcions i aplicacions diferenciables sobre superf´ıcies i la seva
derivada o diferencial en cada punt, que e´s una aplicacio´ lineal definida
sobre el pla tangent de la superf´ıcie en aquest punt.
Farem una breu introduccio´ per al cas de funcions definides sobre una
superf´ıcie simple. Comencem suposant nome´s que ϕ : U −→ R3 e´s una
superf´ıcie parametritzada i S := ϕ(U) la seva trac¸a i veurem la utilitat
d’introduir me´s condicions sobre ϕ. Si f : S −→ R e´s una funcio´ definida
sobre S, aleshores la composicio´ fϕ := f ◦ ϕ s’anomena expressio´ de f en
les coordenades ϕ. Es te´ un diagrama commutatiu:
S
f
// Rm
U
ϕ
OO
fϕ
=={{{{{{{{
Rec´ıprocament, si a me´s ϕ e´s injectiva, tota funcio´ fϕ : U −→ R indueix
una u´nica funcio´ sobre la trac¸a de ϕ, f := fϕ ◦ϕ−1 tal que l’expressio´ de f
en les coordenades ϕ e´s fϕ.
Si f e´s cont´ınua, aleshores fϕ, com a composicio´ d’aplicacions cont´ınues,
tambe´ e´s cont´ınua. Rec´ıprocament, si a me´s ϕ−1 e´s cont´ınua, per a tota
funcio´ cont´ınua fϕ : U −→ R, la composicio´ f := fϕ ◦ ϕ−1 e´s una funcio´
cont´ınua definida sobre S. Veiem, per tant, que la condicio´ que ϕ sigui
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injectiva i amb inversa cont´ınua e´s important perque` aleshores ϕ determina
la topologia de S.
Per a l’estudi de la diferenciabilitat de les funcions definides sobre S es fa
servir, a me´s de la condicio´ que ϕ : U −→ S sigui un homeomorfisme, la
regularitat de ϕ, e´s a dir, que la diferencial dqϕ : R2 −→ R3 de ϕ en cada
punt q ∈ U sigui injectiva. Recordem que en aquest cas diem que ϕ e´s una
carta global de S, que S e´s una superf´ıcie simple i que, per a tot q ∈ U , la
imatge de l’aplicacio´ lineal injectiva dqϕ e´s, per definicio´, el pla tangent a
S en el punt ϕ(q).
Siguin ϕ : U −→ R3 una carta global de S = ϕ(U) i f : S −→ R una
funcio´. Si f e´s la restriccio´ a S d’una funcio´ diferenciable definida en un
entorn obert de S en R3, aleshores l’expressio´ en coordenades fϕ : U −→ R
e´s diferenciable. Per deslligar la nocio´ de diferenciabilitat d’una funcio´
definida sobre S de les possibles extensions de la funcio´ en un entorn obert
de la superf´ıcie adoptem com a definicio´ de diferenciabilitat la segu¨ent.
Una funcio´ f : S −→ R es diu que e´s diferenciable si fϕ ho e´s. Aquesta
definicio´ te´ l’inconvenient que pot dependre de la carta ϕ, pero` aquesta
depende`ncia desapareix gra`cies al teorema del canvi de para`metres 2.5.7.
Donem ara la definicio´ d’aplicacio´ diferenciable sobre una superf´ıcie.
Definicio´ 2.6.1. (1) (Superf´ıcie simple.) Sigui ϕ : U −→ S una carta
global d’una superf´ıcie simple S. Diem que una aplicacio´ f : S −→ Rm e´s
diferenciable si fϕ := f ◦ ϕ e´s diferenciable.
*(2) (Superf´ıcie regular.) Sigui S una superf´ıcie regular amb un atles A =
{ϕ : Uϕ → S}ϕ∈Φ. Diem que una aplicacio´ f : S −→ Rm e´s diferenciable
si, per a tota carta ϕ de l’atles A, fϕ := f ◦ ϕ e´s diferenciable.
Proposicio´ 2.6.2. (1) (Superf´ıcie simple.) Siguin S una superf´ıcie simple,
amb una carta global ϕ i f : S −→ Rm una aplicacio´. La diferenciabilitat
de f no depe`n de la carta ϕ.
*(2) (Superf´ıcie regular.) Siguin S una superf´ıcie regular, amb un atles A,
i f : S −→ Rm una aplicacio´. La diferenciabilitat de f no depe`n de l’atles
A.
Demostracio´. (1) Si ψ : V −→ S e´s una altra carta global de S, l’aplicacio´
de canvi de para`metres h : V −→ U definida per h = ϕ−1 ◦ ψ e´s un
difeomorfisme i fψ = fϕ ◦ h.
* (2) Sigui A = {ϕ : Uϕ → S}ϕ∈Φ un atles de S tal que, per a tot ϕ ∈ Φ,
l’aplicacio´ fϕ := f ◦ ϕ e´s diferenciable. N’hi ha prou a veure que, per a
una carta qualsevol ψ : V −→ S de S, l’aplicacio´ fψ e´s diferenciable. Els
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subconjunts Vϕ := ψ
−1(ϕ(Uϕ)) formen un recobriment obert de V . Com
que la diferenciabilitat de f ◦ ψ : V −→ Rm e´s una propietat local, e´s
suficient comprovar-la sobre els oberts Vϕ. La demostracio´ s’acaba com en
el cas (1) anterior. 
Exemples 2.6.3. (1) Sigui ϕ : U −→ R3 una carta global d’una superf´ıcie
simple S, aleshores l’aplicacio´ f : S −→ R2 definida per f(x) := ϕ−1(x),
per a tot x ∈ S, e´s una aplicacio´ diferenciable. En efecte f ◦ ϕ : U −→ R2
e´s diferenciable, ja que (f ◦ ϕ)(q) = q, ∀q ∈ U .
(2) Si i : S −→ R3 denota l’aplicacio´ d’inclusio´, aleshores i e´s diferenciable.
Definicio´ 2.6.4. Sigui S una superf´ıcie. Una orientacio´ de S e´s una apli-
cacio´ diferenciable N : S −→ R3 tal que N(p) e´s un vector unitari normal a
S en el punt p, per a tot p ∈ S. Una superf´ıcie orientada e´s una superf´ıcie
regular S amb una orientacio´ N. Una superf´ıcie es diu orientable si admet
una orientacio´.
Sigui S una superf´ıcie orientada amb N. Una carta ϕ : U −→ S es diu
positiva si el camp Nϕ associat a ϕ (vegeu 2.1.5) coincideix amb N ◦ ϕ.
Observacio´ 2.6.5. No tota superf´ıcie regular e´s orientable, per exemple,
la banda de Moebius no ho e´s. Les superf´ıcies simples so´n orientables.
Tota superf´ıcie orientada te´ un atles format per cartes positives.
2.7. Pla tangent. Derivada.
Per definir el pla tangent d’una superf´ıcie regular en un punt demostrarem
primer que el pla tangent no depe`n de la parametritzacio´.
En efecte, com a consequ¨e`ncia del teorema del canvi de para`metres 2.5.7,
tenint en compte la proposicio´ 2.4.6, obtenim:
Corol·lari 2.7.1. Independe`ncia del pla tangent respecte de la carta. Si-
guin S una superf´ıcie regular i p ∈ S. Sigui ϕ : U −→ S una carta de S
tal que p ∈ ϕ(U), i q = ϕ−1(p) la coordenada de p. El pla vectorial Im dqϕ
no depe`n de la carta ϕ.
Vegem ara un resultat relatiu als vectors tangents d’una superf´ıce que ens
sera` u´til per al ca`lcul de les diferencials. Sigui ϕ una superf´ıcie parame-
tritzada regular que e´s una carta de la seva trac¸a S, la qual e´s, per tant,
una superf´ıcie regular simple. El resultat segu¨ent afirma, en la seva forma
local, que si la trac¸a d’una corba parametritzada α de R3 esta` continguda
a S, aleshores α esta` a sobre de ϕ, en el sentit de la definicio´ 2.3.1, i en con-
sequ¨e`ncia, que el vector velocitat α′(t) e´s un vector tangent a la superf´ıcie
S, ∀t.
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Lema 2.7.2. (1) (Superf´ıcie simple.) Siguin ϕ : U −→ R3 una carta global
d’una superf´ıcie simple S := ϕ(U) i α : I −→ R3 una corba parametritzada
tal que α(I) ⊂ S. Sigui β : I −→ U definida per β := ϕ−1 ◦ α. Aleshores
β e´s diferenciable, α = ϕ ◦ β i, per a tot t ∈ I,
α′(t) = dβ(t)ϕ(β′(t)).
En particular, α′(t) ∈ Tα(t)S, ∀t ∈ I
*(2) (Superf´ıcie regular.) Siguin S una superf´ıcie regular, amb un atles
A = {ϕ : Uϕ → S}ϕ∈Φ, i α : I −→ R3 una corba parametritzada tal que
α(I) ⊂ S. Per a cada carta ϕ : U −→ S de S, siguin Iϕ := α−1(ϕ(U)),
subconjunt obert de I , i βϕ : Iϕ −→ U l’aplicacio´ definida per βϕ := ϕ−1◦α.
Aleshores βϕ e´s diferenciable, α|Iϕ = ϕ ◦ βϕ i
α′(t) = dβϕ(t)ϕ(β
′
ϕ(t)),∀t ∈ Iϕ.
En particular, α′(t) ∈ Tα(t)S, ∀t ∈ I.
Com que el pla tangent d’una superf´ıcie no depe`n de la carta e´s raonable
obtenir-ne una caracteritzacio´ que no depengui de la carta.
Corol·lari 2.7.3. Si S e´s una superf´ıcie regular, per a tot p ∈ S, el pla
tangent TpS coincideix amb el conjunt de vectors w ∈ R3 tals que existeix
una corba parametritzada α : I −→ R3 amb α(I) ⊂ S, i tal que existeix
t0 ∈ I amb α(t0) = p i α′(t0) = w.
Donem ara la definicio´ de derivada d’una aplicacio´ diferenciable sobre una
superf´ıcie regular. En el ca`lcul diferencial en diverses variables, la derivada
d’una funcio´ f en un punt p i en una direccio´ v es pot calcular de diverses
maneres. La que me´s ens interessa per al que segueix e´s la possibilitat de
calcular aquesta derivada al llarg d’una corba γ que passi pel punt p, i
tingui v com a vector velocitat. E´s a dir, si f : V −→ R e´s una funcio´
diferenciable definida en un obert V de R3, p ∈ V , v ∈ R3, i γ : I −→ V
e´s una corba parametritzada tal que γ(0) = p i γ′(0) = v, aleshores la
derivada direccional
dpf(v) := lim
h→0
f(p+ hv)− f(p)
h
satisfa`
dpf(v) = lim
h→0
f(γ(h))− f(γ(0))
h
= (f ◦ γ)′(0).
Per a una funcio´ definida sobre una superf´ıcie, no podem avaluar la funcio´
al llarg del segment p+hv, com a la primera fo´rmula de la derivada direc-
cional, pero` s´ı que ho podem fer amb la segona fo´rmula. Tanmateix, aixo`
comporta l’inconvenient, fa`cil de superar, que el resultat pugui dependre
GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CORBES I SUPERFI´CIES 55
de la corba triada. Tambe´ haurem de comprovar que la diferencial definida
d’aquesta manera sigui una aplicacio´ lineal. Per arribar a aquests resultats
abordarem el ca`lcul de la derivada amb cartes coordenades.
Lema 2.7.4. Siguin S una superf´ıcie regular, f : S −→ Rm una aplicacio´
diferenciable sobre S i α : I −→ R3 una corba parametritzada tal α(I) ⊂ S.
Aleshores l’aplicacio´ f ◦ α : I −→ Rm e´s diferenciable.
Demostracio´. Se segueix de 2.7.2, ja que f ◦ α = (f ◦ ϕ) ◦ (ϕ−1 ◦ α). 
Definicio´ 2.7.5. Siguin S una superf´ıce regular, f : S −→ Rm una apli-
cacio´ diferenciable sobre S i p ∈ S. Definim una aplicacio´
dpf : TpS −→ Rm,
de la manera segu¨ent: per a cada vector tangent w ∈ TpS escollim una
corba parametritzada α : I −→ R3 tal que α(I) ⊂ S, i existeix un valor
t0 ∈ I amb α(t0) = p, α′(t0) = w. Aleshores definim
dpf(w) := (f ◦ α)′(t0).
Proposicio´ 2.7.6. Siguin S una superf´ıcie regular, f : S −→ Rm una
aplicacio´ diferenciable i p ∈ S. Si ϕ : U −→ S e´s una carta qualsevol de S,
amb p = ϕ(q), aleshores
dpf = dqfϕ ◦ (dqϕ)−1 : TpS −→ Rm.
En particular la definicio´ de dpf no depe`n de l’eleccio´ de la corba α, e´s una
aplicacio´ lineal i la seva matriu en les bases (ϕu(q), ϕv(q)) de TpS i la base
cano`nica de Rm e´s la matriu
dqfϕ =
(
∂fϕ
∂u (q)
∂fϕ
∂v (q)
)
.
Demostracio´. Sigui β = ϕ−1 ◦ α. Aleshores α = ϕ ◦ β i
w = α′(0) = (dqϕ)(β′(0)),
per tant (dqϕ)
−1(w) = β′(0). Com que f ◦ α = fϕ ◦ β, es te´
dpf(w) = (f ◦ α)′(0) = dqfϕ(β′(0)) = (dqfϕ ◦ (dqϕ)−1)(w).
Finalment,
dpf(ϕu(q)) = dpf(dqϕ(e1)) = dqfϕ(e1) =
∂fϕ
∂u
(q),
i ana`logament dpf(ϕv(q)) =
∂fϕ
∂v (q) 
Observem que, en el cas d’una superf´ıcie simple ϕ : U −→ S, podem defi-
nir simplement la diferencial d’una aplicacio´ diferenciable f per la fo´rmula
dpf = dqfϕ◦(dqϕ)−1 de la proposicio´ 2.7.6. En aquest cas e´s fa`cil de demos-
trar la invaria`ncia d’aquesta definicio´ respecte de canvis de para`metres.
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Un criteri u´til per comprovar la diferenciabilitat d’una aplicacio´ i calcular
la seva diferencial e´s el segu¨ent:
Proposicio´ 2.7.7. Sigui V un obert de R3 i S una superf´ıcie regular con-
tinguda a V . Per a tota aplicacio´ diferenciable F : V −→ R, la restriccio´
f := F |S : S −→ R e´s diferenciable. A me´s, per a tot p ∈ S
dpf = (dpF )|TpS.
Demostracio´. En efecte, si ϕ : U −→ R3 e´s una carta de S, aleshores la
composicio´ F ◦ ϕ : U −→ R e´s diferenciable i fϕ = F ◦ ϕ. A me´s si q ∈ U
i p = ϕ(q), aleshores dqfϕ = dpF ◦ dqϕ, per tant
dpf(w) = dqfϕ ◦ (dqϕ)−1(w) = dpF (w), ∀w ∈ TpS.

Exemple 2.7.8. Siguin V un obert de R3, f : V −→ R una funcio´ di-
ferenciable, a ∈ f(V ) un valor regular de f i S = f−1(a). Aleshores
N : S −→ R3 definida per
N(x) =
grad f(x)
|grad f(x)|
e´s una aplicacio´ diferenciable tal que N(x) e´s un vector normal unitari de
S en x, per a tot x ∈ S. En particular, S e´s una superf´ıcie orientable.
GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CORBES I SUPERFI´CIES 57
3. Superf´ıcies. La curvatura
A continuacio´ desenvolpem la teoria local de la curvatura de superf´ıcies
de R3. Aquesta teoria e´s va`lida per a superf´ıcies regulars orientades en
general, pero` el lector que ho desitji es pot limitar a les superf´ıcies simples
sense pe`rdua de generalitat en els enunciats locals. El me´s important e´s
saber distingir allo` que depe`n de les coordenades d’allo` que no en depe`n.
Com a criteri general, un enunciat en que` no interve´ cap carta e´s un resultat
invariant per canvis de para`metres positius.
3.1. L’endomorfisme dN. Curvatura.
En el que segueix denotem per S una superf´ıcie orientada per un camp de
vectors normals N : S −→ R3, tambe´ anomenat aplicacio´ de Gauss, i per
ϕ una carta positiva de S.
Per 2.7.5, la diferencial de N en un punt p ∈ S e´s una aplicacio´ lineal
dpN : TpS −→ R3.
Un fet remarcable que permet usar la teoria d’endomorfismes d’espais vec-
torials de dimensio´ finita e´s el segu¨ent:
Proposicio´ 3.1.1. L’aplicacio´ lineal dpN defineix un endomorfisme de TpS,
que denotarem igualment per dpN : TpS −→ TpS.
Demostracio´. Sigui w ∈ TpS, i α : I −→ S una corba sobre S tal que
α(0) = p i α′(0) = w. Per simplificar, notarem la composicio´ N ◦α per N .
Aleshores |N(t)| = 1, ∀t ∈ I, per tant
〈N ′(t), N(t)〉 = 0, ∀t ∈ I.
D’on dedu¨ım
dpN(w) = (N ◦ α)′(0) = N ′(0) ∈< {N(0)} >⊥= TpS.

L’endomorfisme dpN s’anomena aplicacio´ de Weingarten, o tambe´ operador
forma.
Exemple 3.1.2. Si S e´s el pla d’equacio´ Ax + By + Cz = D, aleshores
per 2.7.8
N(x, y, z) =
(A,B,C)√
A2 +B2 + C2
e´s una orientacio´ de S. Com que N e´s constant, la seva diferencial e´s
dpN = 0, per a tot p ∈ S.
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Exemple 3.1.3. Siguin p0 = (x0, y0, z0) ∈ R3, R > 0, i
S = {(x, y, z) ∈ R3; (x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = R2 }
l’esfera amb centre a p0 i radi R. Aleshores, aplicant l’exemple 2.7.8 a la
funcio´ f(x, y, z) = (x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 obtenim el camp de
vectors normals
(x, y, z) 7→ 1
R
(x− x0, y − y0, z − z0)
que defineix una orientacio´ de S. La carta
ϕ(u, v) = R(cos v cosu, sin v cosu, sinu) + p0
e´s una carta positiva respecte de l’orientacio´ oposada. Per no haver de
canviar la carta prenem com a orientacio´
N(x, y, z) = − 1
R
(x− x0, y − y0, z − z0)
L’expressio´ de l’aplicacio´ N en coordenades e´s
N ◦ ϕ(u, v) = ϕu ∧ ϕv|ϕu ∧ ϕv| = −
1
R
(ϕ(u, v)− p0).
La diferencial de N e´s dpN = − 1RId, per a tot p ∈ S. Aixo` es dedueix del
ca`lcul Nϕ anterior o tambe´ de 2.7.7.
Com que dpN e´s un endomorfisme, la trac¸a i el determinant de la seva
matriu en una base no depenen de la base escollida, so´n els invariants de
l’endomorfisme.
Definicio´ 3.1.4. Siguin S una superf´ıcie orientada i p ∈ S. Definim
(1) La curvatura de Gauss de S en el punt p e´s KS(p) = det dpN.
(2) La curvatura mitjana de S en el punt p e´s HS(p) = −12 tr dpN.
Habitualment denotarem KS i HS simplement per K i H respectivament.
(Vegeu http : //en.wikipedia.org/wiki/Gaussian curvature, i http://en.
wikipedia.org/wiki/Mean curvature.)
Un canvi de signe en l’orientacio´ (de N a −N) deixa K invariant, pero`
canvia el signe de H.
Definicio´ 3.1.5. Siguin S una superf´ıcie orientada i p ∈ S. El punt p es
diu
(1) el·l´ıptic si K(p) > 0,
(2) hiperbo`lic si K(p) < 0,
(3) parabo`lic si K(p) = 0 i H(p) 6= 0, i
GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CORBES I SUPERFI´CIES 59
(4) pla si K(p) = 0 i H(p) = 0.
Observacio´ 3.1.6. Les condicions K(p) = 0 i H(p) 6= 0 equivalen a
rg dpN = 1, i les condicions K(p) = 0 i H(p) = 0 a rg dpN = 0.
Exemple 3.1.7. En l’exemple 3.1.2 hem vist que per un pla dpN = 0, per
tant K = H = 0 i tots els seus punts so´n plans. El rec´ıproc tambe´ e´s
cert. Si tots el punts d’una superf´ıcie regular connexa so´n plans, aleshores
S esta` continguda en un pla.
Exemple 3.1.8. En l’exemple 3.1.3 hem vist que per una esfera de radi
R, i per una orientacio´ convenient, dpN = − 1RId, per tant K = 1R2 > 0 i
tots els punts d’una esfera so´n el·l´ıptics. La curvatura mitjana e´s ± 1R , on
el signe depe`n de l’orientacio´.
Exemple 3.1.9. Veurem me´s endavant que en un cilindre circular, per
exemple S = {x2 + y2 = R2}, tots els punts so´n parabo`lics. Tambe´ veurem
que en un paraboloide hiperbo`lic, per exemple S = {z = xy}, tots els punts
so´n hiperbo`lics.
Una de les propietats fonamentals que veurem en aquest cap´ıtol e´s que
dpN e´s un endomorfisme sime`tric de TpS. La propietat me´s important
d’un endomorfisme sime`tric f d’un espai vectorial euclidia` de dimensio´
finita E ve donada pel teorema espectral, que afirma l’existe`ncia d’una
base ortonormal de E formada per vectors propis de f .
Recordem breument que, si E e´s un espai vectorial euclidia`, un endomor-
fisme f de E es diu sime`tric si
〈f(w1),w2〉 = 〈w1, f(w2)〉, ∀w1,w2 ∈ E.
Com que aquesta relacio´ e´s lineal en les variables w1,w2, n’hi ha prou de
comprovar-la quan w1,w2 so´n vectors d’una base. Treballant amb una
base {ui}1≤i≤n de E, la simetria de la matriu A d’un endomorfisme f no
reflecteix, en general, la simetria de l’endomorfisme f . Si G denota la
matriu de la me`trica (matriu de Gramm, gij = 〈ui,uj〉) i A la matriu de
l’endomorfisme f , aleshores es te´ la propietat segu¨ent “l’endomorfisme f
e´s sime`tric si, i nome´s si, la matriu G · A e´s sime´trica”, la qual cosa e´s la
traduccio´ en termes de matrius de les equacions
〈f(ui),uj〉 = 〈ui, f(uj)〉, ∀ i, j.
Quan la base e´s ortonormal, aleshores G e´s la matriu unitat i, per tant, “
l’endomorfisme f e´s sime`tric si, i nome´s si, la matriu A e´s sime`trica”.
Si E te´ dimensio´ 2, amb base {u1,u2}, aleshores f e´s sime`tric si, i nome´s
si, satisfa` l’equacio´
〈f(u1),u2〉 = 〈u1, f(u2)〉.
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Teorema 3.1.10. Siguin S una superf´ıcie orientada i p ∈ S. Aleshores
l’endomorfisme dpN de TpS e´s sime`tric. En particular, existeix una base
ortonormal de TpS formada per vectors propis de dpN.
Demostracio´. Sigui ϕ : U −→ S una carta positiva de S i q ∈ U tal que
p = ϕ(q). Aleshores (ϕu(q), ϕv(q)) e´s una base de TpS, per tant n’hi ha
prou a comprovar que
〈dpN(ϕu(q)), ϕv(q)〉 = 〈ϕu(q), dpN(ϕv(q))〉.
Per simplificar, notarem la composicio´ N ◦ ϕ per N . De les definicions se
segueix
dpN(ϕu(q)) = Nu(q), dpN(ϕv(q)) = Nv(q).
De les equacions
〈ϕu, N〉 = 0, 〈ϕv, N〉 = 0
es dedueix
〈ϕuv, N〉+ 〈ϕu, Nv〉 = 0, 〈ϕvu, N〉+ 〈ϕv, Nu〉 = 0
i, com que ϕuv = ϕvu, pel teorema de Schwartz, tenim
〈ϕu, Nv〉 = −〈ϕuv, N〉 = −〈ϕvu, N〉 = 〈ϕv, Nu〉,
i per tant dpN e´s sime`tric. Pel teorema espectral, existeix una base orto-
normal de TpS formada per vectors propis de dpN. 
Definicio´ 3.1.11. Siguin S una superf´ıcie orientada i p ∈ S.
(1) Les direccions pro`pies de dpN s’anomenen les direccions principals de
curvatura de S en el punt p.
(2) Els valors propis de −dpN s’anomenen les curvatures principals de S en
el punt p, i es denoten per k1 i k2 (l’ordre no e´s important i els dos valors
poden coincidir).
Observacio´ 3.1.12. Es te´ K = k1 · k2 i H = 12(k1 + k2), e´s a dir, k1 i k2
so´n les solucions de l’equacio´ caracter´ıstica
k2 − 2Hk +K = 0.
Exemple 3.1.13. Si S e´s un pla o una esfera totes les direccions so´n
direccions principals de curvatura. Les curvatures del pla so´n nul·les. Si S
e´s una esfera de radi R, les curvatures principals so´n iguals i el seu valor
absolut e´s 1R . El signe depe`n de l’orientacio´.
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3.2. La segona forma fonamental.
En aquesta seccio´ introduirem una nova eina, la segona forma fonamental,
per facilitar el ca`lcul de la matriu de dpN en la base (ϕu, ϕv) associada a
una carta ϕ. Me´s endavant veurem que la segona forma fonamental tambe´
te´ una interpretacio´ geome`trica important com a curvatura normal.
Fixem les notacions per a tota la seccio´: S denota una superf´ıcie orientada,
p ∈ S un punt de S, TpS el pla tangent i dpN : TpS −→ TpS la diferencial
de N a p.
Definicio´ 3.2.1. La segona forma fonamental de S al punt p e´s la forma
bilineal
IIp : TpS × TpS −→ R, IIp(w1,w2) = −〈w1, dpN(w2)〉,
per a tot w1,w2 ∈ TpS.
Com que dpN e´s un endomorfisme sime`tric, resulta:
Proposicio´ 3.2.2. La segona forma fonamental IIpS e´s una forma bilineal
sime`trica de TpS.
La relacio´ entre la segona forma fonamental i la diferencial de l’aplicacio´
de Gauss es pot expressar en forma matricial. Per comenc¸ar introdu¨ım
els coeficients de la segona forma fonamental en una carta i tambe´ unes
fo´rmules per calcular-los.
Definicio´ 3.2.3. Sigui ϕ : U −→ S una carta positiva de S, (u, v) ∈ U
i p = ϕ(u, v). La matriu de la segona forma fonamental IIp en la base
{ϕu(u, v), ϕv(u, v)} es denota per
IIϕ(u, v) =
(
e(u, v) f(u, v)
f(u, v) g(u, v)
)
.
Les funcions e, f, g : U −→ R s’anomenen els coeficients de la segona forma
fonamental de la superf´ıcie orientada S en la carta ϕ.
Escriurem tambe´
IIϕ =
(
e f
f g
)
,
e = IIϕ(ϕu, ϕu),
f = IIϕ(ϕu, ϕv) = IIϕ(ϕv, ϕu),
g = IIϕ(ϕv, ϕv).
Proposicio´ 3.2.4. Sigui ϕ : U −→ S una carta positiva de S, aleshores
e =
(ϕu, ϕv, ϕuu)√
EG− F 2 , f =
(ϕu, ϕv, ϕuv)√
EG− F 2 , g =
(ϕu, ϕv, ϕvv)√
EG− F 2 .
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Demostracio´. Provarem nome´s la primera identitat. Usarem la notacio´
N := N ◦ ϕ : U −→ R3. Per tant si p = ϕ(u, v),
dpN(ϕu(u, v)) = Nu(u, v), dpN(ϕv(u, v)) = Nv(u, v).
Derivant la relacio´ 〈ϕu,N ◦ ϕ〉 = 0 respecte de u s’obte´
〈ϕu, Nu〉+ 〈ϕuu, N〉 = 0,
per tant, tenint en compte les definicions, la simetria i 2.3.6,
e = II(ϕu, ϕu) = −〈ϕu, dN(ϕu)〉
= −〈ϕu, Nu〉 = 〈ϕuu, N〉
=
〈
ϕuu,
ϕu ∧ ϕv
|ϕu ∧ ϕv|
〉
=
(ϕu, ϕv, ϕuu)√
EG− F 2 .

Definicio´ 3.2.5. Sigui ϕ : U −→ S una carta positiva de S, (u, v) ∈
U , p = ϕ(u, v). Denotem per Aϕ(u, v) la matriu de dpN en la base
(ϕu(u, v), ϕv(u, v)),
Aϕ(u, v) =
(
a11(u, v) a
1
2(u, v)
a21(u, v) a
2
2(u, v)
)
.
E´s a dir, aji so´n les u´niques funcions tals que:
Nu = a
1
1ϕu + a
2
1ϕv,
Nv = a
1
2ϕu + a
2
2ϕv.
Corresponent a l’equacio´
IIp(w1, w2) = −Ip(w1, dpN(w2))
hi ha una equacio´ matricial:
Proposicio´ 3.2.6. Equacions de Weingarten. Amb les notacions anteriors
es te´ IIϕ = −Iϕ · Aϕ, i Aϕ = −I−1ϕ · IIϕ, o be´(
e f
f g
)
= −
(
E F
F G
)
·
(
a11 a
1
2
a21 a
2
2
)
,(
a11 a
1
2
a21 a
2
2
)
= −
(
E F
F G
)−1
·
(
e f
f g
)
=
−1
EG− F 2
(
Ge− Ff Gf − Fg
Ef − Fe Eg − Ff
)
.
Demostracio´. Siguin w1 = λ1ϕu + µ1ϕv, w2 = λ2ϕu + µ2ϕv dos vectors
tangents, aleshores
II(w1,w2) = −
(
λ1 µ1
) · (E F
F G
)
·
(
a11 a
1
2
a21 a
2
2
)
·
(
λ2
µ2
)
,
d’on se segueix el resultat. 
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Prenent determinants en l’equacio´ matricial obtenim el ca`lcul de la curva-
tura de Gauss:
Corol·lari 3.2.7. Sigui ϕ : U −→ S una carta de S. Aleshores
Kϕ =
eg − f 2
EG− F 2 .
Per obtenir la fo´rmula per a la curvatura mitjana farem servir l’expressio´
me´s expl´ıcita A = −I−1ϕ · IIϕ en components:
Corol·lari 3.2.8. Sigui ϕ : U −→ S una carta positiva de S. Aleshores
a11 =
−eG+ fF
EG− F 2 , a
1
2 =
gF − fG
EG− F 2
a21 =
eF − fE
EG− F 2 , a
2
2 =
−gE + fF
EG− F 2 .
Corol·lari 3.2.9. Sigui ϕ : U −→ S una carta positiva de S. Aleshores
Hϕ =
eG− 2fF + gE
2(EG− F 2) .
Exemple 3.2.10. Sigui S la superf´ıcie z = xy. Suposem S orientada de
manera que la carta ϕ(u, v) = (u, v, uv) sigui positiva. Aleshores, per 3.2.4,
ϕu = (1, 0, v)
ϕv = (0, 1, u)
Iϕ =
(
1 + v2 uv
uv 1 + u2
)
EG− F 2 = 1 + u2 + v2
ϕuu = (0, 0, 0)
ϕuv = (0, 0, 1)
ϕvv = (0, 0, 0)
IIϕ =
1√
1 + u2 + v2
(
0 1
1 0
)
i per 3.2.7 i 3.2.9
Kϕ =
−1
(1 + u2 + v2)2
< 0, Hϕ =
−uv
(1 + u2 + v2)
3
2
,
per tant tots els punts de S so´n hiperbo`lics. De 3.2.6 obtenim
Aϕ =
1
(1 + u2 + v2)
3
2
(
uv −(1 + u2)
−(1 + v2) uv
)
.
Exemple 3.2.11. Siguin U = R × (0, 2pi) i ϕ : U −→ R3 definida per
ϕ(u, v) = (R cos v,R sin v, u). Aleshores ϕ e´s una carta d’un obert S =
ϕ(U) del cilindre d’equacio´ x2 +y2 = R2. Fent els ca`lculs com en l’exemple
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anterior obtenim:
ϕu = (0, 0, 1)
ϕv = (−R sin v,R cos v, 0)
Iϕ =
(
1 0
0 R2
)
EG− F 2 = R2
ϕuu = (0, 0, 0)
ϕuv = (0, 0, 0)
ϕvv = (−R cos v,−R sin v, 0)
IIϕ =
(
0 0
0 R
)
Aϕ =
(
0 0
0 −1R
)
, Kϕ = 0, Hϕ =
1
2R
,
per tant tots els punts de S so´n parabo`lics.
Proposicio´ 3.2.12. Siguin S una superf´ıcie regular i p ∈ S. Existeix
un sistema de coordenades de R3 de manera que p = (0, 0, 0), i S e´s, en
l’entorn de p, la gra`fica d’una funcio´ diferenciable h : U −→ R tal que el
desenvolupament de Taylor fins a l’ordre 2 de h a l’entorn del punt (0, 0)
e´s:
h(u, v) =
1
2
(k1u
2 + k2v
2) +R(u, v),
on R = o(|(u, v)|2) i k1, k2 so´n les curvatures principals de S a p.
Demostracio´. Escollim l’origen de coordenades a p, i e3 = N(p). Sigui
ϕ : U −→ S una carta qualsevol amb ϕ(q) = p ∈ ϕ(U). Sigui pi : S −→
R2, (x, y, z) 7→ (x, y). Aleshores h := pi ◦ ϕ : U −→ R2 e´s un difeomorfisme
local en el punt q, i ψ := ϕ ◦ h−1 = pi−1 e´s una carta a l’entorn de (0, 0),
amb ψ(u, v) = (u, v, h(u, v)). Es te´ h(0, 0) = 0 i d(0,0)h = (0, 0). Fent una
rotacio´ amb eix Oz, si cal, podem suposar que la base e1, e2 esta` formada
per direccions principals de curvatura de S en p. De les fo´rmules 3.2.4
dedu¨ım
d2(0,0)h =
(
k1 0
0 k2
)
,
per tant el desenvolupament de Taylor fins a l’ordre 2 de h(u, v) a (0, 0) e´s
h(u, v) =
1
2
(k1u
2 + k2v
2) +R(u, v).

Observacio´ 3.2.13. Per tant, si K(p) > 0, la funcio´ h te´ signe constant
a prop de (0, 0), e´s a dir, la superf´ıcie S queda a un mateix costat del pla
tangent. En canvi, si K(p) < 0, aleshores h canvia de signe i el pla TpS
travessa S en l’entorn de p.
A continuacio´ demostrarem que, si una superf´ıcie te´ una carta global
isome`trica, la seva curvatura de Gauss ha de ser 0. En particular un obert
d’una esfera no pot tenir una carta isome`trica.
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Teorema 3.2.14. Si una superf´ıcie S admet una carta global isome`trica,
aleshores KS = 0. En particular no existeix cap carta isome`trica d’un
obert d’una esfera.
Demostracio´. Sigui ϕ : U −→ S una carta global isome`trica de S. Si
E,F,G son constants, aleshores les seves derivades so´n zero. Per tant
2ϕuu · ϕu = 0, ϕuu · ϕv + ϕu · ϕvu = 0, 2ϕvu · ϕv = 0,
2ϕuv · ϕu = 0, ϕuv · ϕv + ϕu · ϕvv = 0, 2ϕvv · ϕv = 0.
i, en consequ¨e`ncia, tambe´ es te´ ϕuv · ϕu = 0, ϕuv · ϕv = 0. D’aqu´ı resulta
que les derivades segones ϕuu, ϕuv, ϕvv so´n camps de vectors normals. Per
tant, usant la notacio´ N := N ◦ ϕ, es te´
ϕuu = (ϕuu ·N) ·N = e ·N,
ϕuv = (ϕuv ·N) ·N = f ·N,
ϕvv = (ϕuu ·N) ·N = g ·N,
De ϕuuv = ϕuvu dedu¨ım que
ev ·N + e ·Nv = fu ·N + f ·Nu.
Igualant les components tangencials obtenim
e ·Nv = f ·Nu.
Si e = f = 0 aleshores K = 0. Si (e, f) 6= (0, 0), els vectors Nu i Nv so´n
linealment dependents, i per tant K = det dN = 0. 
3.3. Curvatura normal i curvatura geode`sica.
El vector acceleracio´ d’una corba parametritzada per l’arc no depe`n de
l’eleccio´ del para`metre, i s’anomena el vector de curvatura. Si la corba
esta` a sobre d’una superf´ıcie orientada S podem fer la descomposicio´ del
vector de curvatura en components normal i tangencial a S, cosa que do´na
lloc a les curvatures normal i geode`sica. La curvatura normal permet donar
una interpretacio´ geome`trica de la segona forma fonamental.
Seguim suposant que S e´s una superf´ıcie orientada, amb un camp de vectors
normals unitaris N : S −→ R3.
Definicio´ 3.3.1. Sigui α : I −→ R3 una corba parametritzada 1-regular.
Si |α′| = 1, el vector α′′(s) no depe`n de l’eleccio´ de l’orientacio´, s’anomena
el vector de curvatura i es denota per k(s).
Observacio´ 3.3.2. Suposem |α′| = 1. Si s e´s un punt d’inflexio´, k(s) =
α′′(s) = 0, en cas contrari, k(s) = α′′(s) = κ(s) · n(s), on n(s) denota la
normal principal.
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En general, si c = |α′| e´s la celeritat, i t el tangent unitari, aleshores
α′ = c · t, i el vector acceleracio´ satisfa` (vegeu 1.5.5)
α′′ = c′ · t + c2 · k.
Per a simplificar, a la resta de la seccio´ denotarem N ◦ α per N .
Definicio´ 3.3.3. Sigui S una superf´ıcie orientada i α : I −→ R3 una corba
parametritzada 1-regular tal que α(I) ⊂ S. Definim el vector
V(t) := N(t) ∧ t(t).
La base ortonormal positiva de R3 definida per (t(t),V(t), N(t)) s’anomena
el tr´ıedre de Darboux de (S, α) en el punt t.
Observem que, quan el vector n(t) existeix, el vector V(t) te´ la direccio´ de
la projeccio´ ortogonal de n(t) sobre Tα(t)S, ∀t ∈ I.
La parella (N(t),V(t)) e´s una base ortonormal del pla normal a α en el
punt t ∈ I, i el vector de curvatura k(t) pertany a aquest pla.
Definicio´ 3.3.4. El vector de curvatura k(t) de α a t s’expressa en la
forma
k(t) = kn(t) ·N(t) + kg ·V(t).
La component normal kn s’anomena la curvatura normal de α respecte de
S, i la component tangencial kg s’anomena la curvatura geode`sica de α
respecte de S.
Proposicio´ 3.3.5. Sigui α : I −→ S una corba parametritzada 1-regular
sobre S. Siguin t ∈ I p = α(t) ∈ S. Aleshores
kn(t) = 〈N(p),k(t)〉, kg(t) = (t(t),k(t),N(p)), κ2 = k2n + k2g .
Si orientem el pla normal a α en un punt t ∈ I amb la base ortonormal
(N(t),V(t)), i si α es 2-regular, aleshores podem definir l’angle orientat
entre les dues normals θ(t) := ̂N(t)n(t). Aleshores
kn = κ · cos θ, kg = κ · sin θ.
Exemple 3.3.6. Si S e´s un pla, la curvatura geode`sica coincideix amb la
curvatura de α, i la curvatura normal e´s nul·la.
De 3.3.2 obtenim:
Corol·lari 3.3.7. Se satisfan les fo´rmules
kn =
1
|α′|2 〈α
′′, N〉, kg = (α
′, α′′, N)
|α′|3 .
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Demostracio´. En efecte, de la definicio´ se segueix
kn = 〈N,k〉, kg = 〈k, N ∧ t〉 = (t,k, N).
i de l’observacio´ 3.3.2 s’obte´
〈N,α′′〉 = 〈N, c′t + c2k〉 = |α′|2〈N,k〉,
(α′, α′′, N) = (ct, c′t + c2k, N) = |α′|3 · (t,k, N)

Definicio´ 3.3.8. Una corba parametritzada 1-regular de S s’anomena geo-
de`sica de S si kg = 0, i l´ınia asimpto`tica de S si kn = 0.
Proposicio´ 3.3.9. Sigui α : I −→ S una corba 2-regular sobre una su-
perf´ıcie orientada S. Aleshores
(1) α e´s geode`sica de S si, i nome´s si, n(t)‖N(t) per a tot t ∈ I.
(2) α e´s asimpto`tica de S si, i nome´s si, n(t) ⊥ N(t) per a tot t ∈ I.
Exemples 3.3.10. (1) Les geode`siques d’un pla so´n les rectes.
(2) Sigui α una corba sobre una superf´ıcie S. Aleshores α e´s una recta si,
i nome´s si, α e´s, a la vegada, geode`sica i asimpto`tica de S.
(3) Si S e´s una superf´ıcie regular que admet una carta com a superf´ıcie
reglada ϕ(u, v) = α(u) + v · w(u), aleshores les generatrius u = u0 (u0 =
constant), so´n l´ınies asimpto`tiques i geode`siques de S.
(4) Si S e´s una esfera i C e´s la interseccio´ de S amb un pla que passa pel
centre de l’esfera (e´s a dir, un cercle ma`xim), aleshores C e´s una geode`sica
de S, ja que les rectes normals a C i a S en un punt de C passen pel centre
de l’esfera i, per tant, coincideixen.
En la resta de la seccio´ estudiarem la relacio´ entre la curvatura normal i la
segona forma fonamental.
La segona forma fonamental te´ associada una forma quadra`tica, que e´s
l’aplicacio´
TpS −→ R, w 7→ IIp(w,w),
i que denotarem igualment per IIp(w), amb un sol argument. La forma
quadra`tica determina completament la forma bilineal per la fo´rmula
IIp(w1,w2) =
1
4
(IIp(w1 + w2)− IIp(w1 −w2)).
Si a ∈ R i w ∈ TpS, aleshores IIp(aw) = a2IIp(w), per tant, com tota forma
quadra`tica, IIp esta` determinada pels valors que pren sobre els vectors de
norma 1. El resultat segu¨ent, que es basa en el teorema esprectral dels
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endomorfismes sime`trics, do´na el comportament de la forma quadra`tica
IIp sobre la circumfere`ncia unitat.
Proposicio´ 3.3.11. Fo´rmula d’Euler. Sigui {u1,u2} una base ortormal
de TpS formada per vectors propis de −dpN, amb valors propis k1, k2,
respectivament. Aleshores
IIp(cos θ · u1 + sin θ · u2) = k1 · cos2 θ + k2 · sin2 θ, ∀θ ∈ [0, 2pi].
En particular, els valors extrems de la forma quadra`tica IIp sobre la cir-
cumfere`ncia unitat so´n les curvatures principals k1 i k2 i s’assoleixen en les
direccions pro`pies de dpN.
A continuacio´ donarem una interpretacio´ geome`trica d’aquesta forma qua-
dra`tica.
Teorema 3.3.12. Teorema de Meusnier. Siguin α : I −→ S una corba
parametritzada 1-regular sobre S, t ∈ I, i p = α(t) ∈ S. Aleshores
kn(t) =
IIp(α
′(t))
Ip(α′(t))
= IIp(t(t)).
En particular, la curvatura normal de α respecte de S en el punt α(t)
nome´s depe`n de la direccio´ de α en t.
Demostracio´. De la relacio´ 〈α′, N〉 = 0 i de 3.3.7 dedu¨ım
|α′|2 · kn = 〈α′′, N〉 = −〈α′, N ′〉 = −〈α′, dN(α′)〉 = II(α′(t), α′(t)).

Observacio´ 3.3.13. Si w ∈ TpS e´s un vector tangent (unitari) a S en p,
totes les corbes sobre S que tenen w com a direccio´ tangent en p, tenen
tambe´ la mateixa curvatura normal en el punt p. Hi ha una corba especial
entre totes elles, que e´s la seccio´ normal, e´s a dir, la interseccio´ de S amb el
pla que passa per p amb direccio´ el pla vectorial generat per N(p) i w. En
un entorn de p aquesta interseccio´ e´s la trac¸a d’una corba parametritzada
1-regular α, tal que la seva curvatura en el punt p coincideix, amb el
signe apropiat, amb la curvatura normal de α respecte de S en el punt
p. Aixo` demostra que la forma quadra`tica associada a la segona forma
fonamental coincideix amb la curvatura de les diferents seccions normals.
Aleshores, la curvatura de les seccions normals varia tal i com s’ha explicat
en la proposicio´ 3.3.11, en particular assoleix un valor ma`xim i un valor
mı´nim en dues direccions ortogonals i els seus extrems so´n les curvatures
principals. Aquest resultat e´s conegut com a teorema d’Euler.
Exemple 3.3.14. La curvatura normal de qualsevol corba sobre una esfera
de radi R e´s 1R . Totes les seccions normals so´n circumfere`ncies del mateix
radi R.
GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CORBES I SUPERFI´CIES 69
Exemple 3.3.15. Siguin S el cilindre d’equacio´ x2 +y2 = R2, orientat per
N(x, y, z) = 1R(x, y, 0), i p = (R, 0, 0) ∈ S. Siguin vθ = (0, cos θ, sin θ) ∈
TpS i Cθ la seccio´ normal de S en el punt p i en la direccio´ wθ, e´s a dir, Cθ
e´s la corba interseccio´ del pla Πθ d’equacio´
y sin θ − z cos θ = 0
amb S. Aquestes seccions normals so´n: una circumfere`ncia de radi R per
a θ = 0, una recta per a θ = pi/2 i una el·lipse de semieixos R i Rcos θ per als
valors intermedis de θ. Pel teorema de Meusnier, la curvatura de Cθ en p
(que val ± R(R/ cos θ)2 ) coincideix (fixat el signe) amb la curvatura normal de
Cθ respecte de S en el punt p.
Estudiem la curvatura normal amb una parametritzacio´ de Cθ. Si θ = pi/2,
Πθ e´s el pla y = 0 i Cθ e´s la recta p+ < (0, 0, 1) >, amb curvatura normal
nul·la. Si θ 6= pi/2, parametritzem Cθ usant les equacions de Πθ i S:
α(t) = (R cos t, R sin t, R sin t tan θ), α(0) = p.
El vector tangent a Cθ en p e´s
α′(0) = (0, R,R tan θ) =
R
cos θ
vθ,
i la curvatura normal
kn =
α′′(0)
|α′(0)|2 ·N(p) =
x′′(0)
|α′(0)|2 =
−R
R2
cos2 θ
= −cos
2 θ
R
.
Per a θ = pi/2 la fo´rmula tambe´ e´s correcta. Els valors extrems de kn
s’assoleixen en les direccions θ = 0, pi/2.
3.4. L´ınies asimpto`tiques.
Siguin S una superf´ıcie orientada i p ∈ S.
En aquesta llic¸o´ estudiarem l’anul·lacio´ de la segona forma fonamental per
la qual cosa repassarem la classificacio´ de les formes quadra`tiques reals
d’ordre 2. Sigui Q una forma quadra`tica sobre un espai vectorial euclidia`
E de dimensio´ 2, que en una base arbitra`ria (v1,v2) s’expressa en la forma
Q(xv1 + yv2) = ex
2 + 2fxy + gy2.
La classificacio´ de les formes quadra`tiques reals d’ordre 2 ve determinada
pel signe dels valors que pren sobre els vectors no nuls. La forma Q pot
ser definida positiva (Q > 0), definida negativa (Q < 0), semidefinida
positiva (Q ≥ 0), semidefinida negativa (Q ≤ 0), indefinida (doble signe)
o nul·la (Q = 0). Com que la segona forma fonamental esta` definida llevat
d’un signe, identificarem els casos positiu i negatiu i considerarem nome´s
quatre casos: definida (signe constant), semidefinida (signe constant o nul),
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indefinida (doble signe) i nul·la. El tipus de Q queda determinat pel rang i
el signe del determinant de la matriu
(
e f
f g
)
, que so´n invariants per canvis
de base,
r =

2,
{
detQ > 0, Q e´s definida
detQ < 0, Q e´s indefinida
1, Q e´s semidefinida
0, Q = 0.
Pel teorema espectral existeix una base ortornormal (u1,u2) tal que Q
s’expressa en la forma
Q(ξu1 + ηu2) = k1ξ
2 + k2η
2.
El tipus del lloc de zeros Z0 = {(x, y); k1(ax + by)2 + k2(cx + dy)2 = 0}
de Q depe`n nome´s del signe de detQ i del rang r de Q, i esta` relacionat
amb el lloc geome`tric Z1 = {(x, y); k1(ax + by)2 + k2(cx + dy)2 = ±1} de
la manera que es descriu a continuacio´:
(i) Si r = 0, Z0 = E i Z1 = ∅.
(ii) Si r = 1, p.e. si k1 6= 0 i k2 6= 0, Z0 e´s la recta d’equacio´ cx+ dy = 0 i
Z1 so´n dues rectes paral·leles cx+ dy = ±1.
(iii) Si detQ > 0, Z0 = {0} i Z1 e´s una el·lipse.
(iv) Si detQ < 0, Z0 so´n dues rectes diferents√
|k1|(ax+ by) = ±
√
|k2|(cx+ dy),
que so´n les as´ımptotes comunes de dues hipe`rboles
Z1 = {k1(ax+ by)2 + k2(cx+ dy)2 = ±1}.
Definicio´ 3.4.1. Una direccio´ asimpto`tica de S en el punt p e´s una direccio´
w ∈ TpS tal que IIp(w,w) = 0.
Exemple 3.4.2. Siguin S la superf´ıcie z = y4− x4 i ϕ : R2 −→ S la carta
definida per ϕ(u, v) = (u, v, v4 − u4). Aleshores
Iϕ =
(
1 + 16u6 16u3v3
16u3v3 1 + 16v6
)
, IIϕ =
1√
EG− F 2
(−12u2 0
0 12v2
)
.
En el punt ϕ(0, 0) es te´ II(0, 0) = 0, per tant totes les direccions so´n
asimpto`tiques. En un punt de la forma ϕ(u0, 0), amb u0 6= 0, es te´
II(u0, 0) =
1√
EG− F 2
(−12u20 0
0 0
)
,
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per tant l’u´nica direccio´ asimpto`tica en aquest punt e´s ϕv(u0, 0). En un
punt de la forma ϕ(0, v0), amb v0 6= 0, es te´
II(0, v0) =
1√
EG− F 2
(
0 0
0 12v20
)
,
per tant l’u´nica direccio´ asimpto`tica en aquest punt e´s ϕu(0, v0). Final-
ment, en un punt de la forma ϕ(u0, v0) amb u0, v0 6= 0, hi ha dues direccions
asimpto`tiques, wε = v0ϕu(u0, v0) + εu0ϕv(u0, v0), on ε = ±1.
Pel teorema de classificacio´ de les formes quadra`tiques tenim la proposicio´
segu¨ent.
Proposicio´ 3.4.3. Si el punt p de S e´s
(1) hiperbo`lic, aleshores TpS conte´ dues direccions asimpto`tiques,
(2) el·l´ıptic, aleshores TpS no conte´ cap direccio´ asimpto`tica,
(3) parabo`lic, aleshores TpS conte´ una direccio´ asimpto`tica,
(4) pla, aleshores totes les direccions de TpS so´n asimpto`tiques.
Observacio´ 3.4.4. Una corba parametritzada 1-regular α : I −→ S de S
e´s una l´ınia asimpto`tica de S si, i nome´s si, per a tot t ∈ I, α′(t) e´s una
direccio´ asimpto`tica de S en α(t).
Exemple 3.4.5. Sobre la superf´ıcie de l’exemple 3.4.2 la corba u = v e´s
una l´ınia asimpto`tica, perque` si la parametritzem per u = v = t, aleshores
u′ = v′ = 1, i
II(α′, α′) =
1√
EG− F 2
(
1 1
)(−12 0
0 12
)(
1
1
)
= 0.
Usarem la notacio´ N = N ◦ α.
Proposicio´ 3.4.6. Sigui α : I −→ S una corba 1-regular sobre S. So´n
equivalents:
(1) α e´s una l´ınia asimpto`tica de S.
(2) 〈α′, N ′〉 = 0.
(3) 〈α′′, N〉 = 0.
La condicio´ de l´ınia asimpto`tica en coordenades locals ve donada per una
equacio´ diferencial de segon grau.
Proposicio´ 3.4.7. Equacio´ diferencial de les l´ınies asimpto`tiques. Siguin
ϕ : U −→ S una carta de S i α(t) = ϕ(u(t), v(t)) una corba 1-regular sobre
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S. Aleshores α e´s una l´ınia asimpto`tica de S si, i nome´s si,
e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2 = 0.
El nombre de solucions de l’equacio´ anterior en un punt depe`n del tipus
de punt. En els casos no degenerats (K(p) 6= 0), el tipus de punt es mante´
constant en un entorn del punt, pero` en general no. De la teoria d’equacions
diferencials obtenim el resultat segu¨ent.
(i) Si p te´ un entorn de punts plans, l’equacio´ anterior es redueix a 0 = 0
i totes les corbes que passen per p so´n asimpto`tiques (en aquest entorn de
p).
(ii) Si p te´ un entorn de punts parabo`lics, l’equacio´ es pot expressar en la
forma (au′ + bv′)2 = 0, on (a, b) 6= (0, 0), ∀(u, v), i per p passa una u´nica
l´ınia asimpto`tica.
(iii) Si p e´s el·liptic, en un entorn de p l’equacio´ es redueix a u′ = v′ = 0,
per tant per p no hi passa cap l´ınia asimpto`tica.
(iv) Si p e´s hiperbo`lic, en un entorn de p l’equacio´ es pot expressar en la
forma (au′ + bv′)(cu′ + dv′) = 0, on ad − bc no s’anul·la en cap punt de
l’entorn, i per p passen dues corbes asimto`tiques.
Observacio´ 3.4.8. Per resoldre de manera pra`ctica una equacio´ d’aquest
tipus, en el cas hiperbo`lic, hem de tenir en compte que busquem solucions
que siguin corbes 1-regulars, e´s a dir, tals que (u′, v′) 6= 0. Si, per exemple,
u′(t0) 6= 0, podem suposar que u e´s el para`metre, u′ = 1, i que la funcio´
inco`gnita e´s una funcio´ v = v(u) tal que
e+ 2f
dv
du
+ g
(
dv
du
)2
= 0,
Si g 6= 0 e´s una equacio´ de segon grau en (dvdu), equivalent a les dues
equacions (
dv
du
)
=
−f ±
√
f 2 − eg
g
Si g(u0, v0) = 0 mirarem si hi ha alguna solucio´ amb u = u0 (constant). En
aquest cas u = u0, v = t, i l’equacio´ que s’ha de satisfer e´s g(u0, t) = 0,∀t.
Lema 3.4.9. Siguin a, b : I −→ R dues funcions diferenciables definides
en un interval obert I de R. Si
(a(t), b(t)) 6= (0, 0), i a(t)b(t) = 0, ∀t ∈ I,
aleshores a = 0 o be´ b = 0.
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Demostracio´. Siguin J1 = {t ∈ I; a(t) = 0}, J2 = {t ∈ I; b(t) = 0}. Els dos
subconjunts J1 i J2 de I so´n tancats, perque` so´n el lloc de zeros d’una funcio´
cont´ınua. La interseccio´ J1∩J2 e´s buida, perque` (a(t), b(t)) 6= (0, 0),∀t ∈ I
i, finalment, la reunio´ J1 ∪ J2 e´s I, ja que per a tot t ∈ I o be´ a(t) = 0 o
be´ b(t) = 0. Com que I e´s connex, resulta que o be´ J1 = I i a = 0, o be´
J2 = I i b = 0. 
Proposicio´ 3.4.10. Sigui S una superf´ıcie simple i ϕ : U −→ S una carta
global.
(1) Les corbes coordenades so´n l´ınies asimpto`tiques si, i nome´s si, e = g =
0.
(2) Si S no te´ punts plans i e = g = 0 aleshores les u´niques l´ınies
asimpto`tiques so´n les corbes coordenades.
Demostracio´. (1) N’hi ha prou de tenir en compte que la corba coordenada
u = t, v = v0 e´s una l´ınia asimpto`tica si, i nome´s si, e(t, v0) = 0, per a tot
t, i, a me´s, el resultat corresponent per a les corbes coordenades u = u0.
(2) Si S no te´ punts plans i e = g = 0, aleshores f no s’anul·la i l’equacio´
diferencial de les l´ınies asimpto`tiques e´s equivalent a u′ ·v′ = 0. O`bviament
les corbes coordenades en so´n una solucio´. Vegem que no hi ha cap altra
solucio´. Una solucio´ e´s una corba parametritzada 1-regular α : I −→ S
de la forma α(t) = ϕ(u(t), v(t). Com que α e´s 1-regular, (u′(t), v′(t)) 6=
(0, 0), ∀t ∈ I. Pel lema 3.4.9 resulta que u e´s constant o be´ v e´s constant.

Exemple 3.4.11. Sigui S l’helicoide d’equacio´ x sin
z
a
− y cos z
a
= 0. La
carta de S definida per
ϕ(u, v) = (u cos v, u sin v, av),
te´ e = g = 0 i f 6= 0, per tant les corbes coordenades so´n l´ınies asimpto`tiques
i en so´n les u´niques.
Exemple 3.4.12. En l’exemple 3.4.2 l’equacio´ diferencial de les l´ınies
asimpto`tiques e´s:
−u2(u′)2 + v2(v′)2 = 0,
o de forma equivalent, uu′ = ±vv′. Les solucions satisfan u2 ± v2 = c,
on c e´s una constant. Pel punt ϕ(0, 0) la constant e´s c = 0, per tant les
solucions so´n u = v i v = −u. Per un punt de la forma ϕ(u0, v0) amb
u0v0 6= 0, hi passen les solucions
u2 + v2 = u20 + v
2
0, u
2 − v2 = u20 − v20.
que so´n, en el pla de coordenades, una circumfere`ncia amb centre (0, 0)
i una hipe`rbola amb as´ımptotes u = v i v = −u. Aquestes solucions
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cobreixen el pla de coordenades. Per un punt de la forma ϕ(u0, 0), amb
u0 6= 0, hi passen dues d’aquestes l´ınies asimpto`tiques, les dues tenen la
mateixa direccio´ en el punt (u0, 0), pero` so´n corbes diferents.
Exemple 3.4.13. Si ϕ : U −→ S e´s una carta d’una superf´ıcie S tal que
E = G, F = f = 0, e+ g = 0, amb e 6= 0. Aleshores l’equacio´ de les l´ınies
asimpto`tiques e´s equivalent a
(u′)2 − (v′)2 = 0,
les u´niques solucions de la qual so´n les corbes u + v = a, amb a ∈ R
constant, i les corbes u − v = b amb b ∈ R constant. Per cada punt
de la forma ϕ(u0, v0) passen dues l´ınies asimpto`tiques, u + v = u0 + v0 i
u− v = u0 − v0.
Del teorema 2.4.7 es dedueix:
Teorema 3.4.14. Si p e´s punt hiperbo`lic d’una superf´ıcie S, existeix una
carta de S en l’entorn de p tal que les corbes coordenades so´n l´ınies
asimpto`tiques (e´s a dir, e = g = 0).
3.5. L´ınies de curvatura.
Definicio´ 3.5.1. Una direccio´ principal de curvatura de S en el punt p e´s
una direccio´ w ∈ TpS que e´s un vector propi de dpN. Una corba 1-regular
α : I −→ S s’anomena l´ınia de curvatura de S si, per a tot t ∈ I, α′(t) e´s
una direccio´ principal de curvatura.
Definicio´ 3.5.2. Es diu que p ∈ S e´s un punt umbilical si dpN e´s una
homote`cia.
Observacio´ 3.5.3. En un punt umbilical totes les direccions so´n direccions
principals de curvatura. En un punt no umbilical hi ha exactament dues
direccions principals de curvatura i so´n ortogonals.
Exemple 3.5.4. Siguin S la superf´ıcie z = x2 + y2 i ϕ : R2 −→ S la carta
definida per ϕ(u, v) = (u, v, u2 + v2). Aleshores
Iϕ =
(
1 + 4u2 4uv
4uv 1 + 4v2
)
, IIϕ =
1√
1 + 4u2 + 4v2
(
2 0
0 2
)
.
En el punt ϕ(0, 0) es te´ dϕ(0,0)N = ( 2 00 2 ), per tant el punt ϕ(0, 0) e´s un
punt umbilical i totes les direccions so´n principals de curvatura. Per les
equacions de Weingarten es te´
dϕ(u,v)N = λ(u, v)
(
1 + 4v2 −4uv
−4uv 1 + 4u2
)
,
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per una funcio´ λ convenient. Es pot comprovar que les direccions principals
de curvatura de S en un punt ϕ(u, v) 6= ϕ(0, 0) so´n −vϕu(u, v) + uϕv(u, v)
i uϕu(u, v) + vϕv(u.v).
Usarem la notacio´ N = N ◦ α.
Proposicio´ 3.5.5. Sigui α : I −→ S una corba 1-regular sobre S. So´n
equivalents:
(1) α e´s una l´ınia de curvatura.
(2) Existeix una funcio´ diferenciable λ(t) tal que
N ′(t) = λ(t)α′(t), ∀t ∈ I, (e´s a dir, α′ ∧N ′ = 0).
(3) (α′, N,N ′) = 0.
Observacio´ 3.5.6. Si tots els punts de S so´n umbilicals, aleshores totes
les corbes 1-regulars de S so´n l´ınies de curvatura.
Les superf´ıcies que tenen tots els punts umbilicals so´n el pla i l’esfera (de
qualsevol radi). Per tant, sobre el pla i sobre l’esfera, qualsevol corba
1-regular e´s una l´ınia de curvatura.
La condicio´ de l´ınia de curvatura ve donada per una equacio´ diferencial de
segon grau.
Proposicio´ 3.5.7. Equacio´ diferencial de les l´ınies de curvatura. Siguin
ϕ : U −→ S una carta de S i α(t) = ϕ(u(t), v(t)) una corba 1-regular sobre
S. Aleshores α e´s una l´ınia de curvatura de S si, i nome´s si,∣∣∣∣∣∣
(v′)2 −u′v′ (u′)2
E F G
e f g
∣∣∣∣∣∣ = 0.
Demostracio´. Denotem per Iϕ i IIϕ les matrius de la primera i de la segona
forma fonamentals i per Aϕ la matriu de dpN en la base (ϕu, ϕv). Un vector
w amb components wϕ = (u
′, v′) en la base (ϕu, ϕv) e´s un vector propi de
dpN si, i nome´s si, existeix λ tal que
Aϕ ·wϕ = λwϕ.
Com que IIϕ = −Iϕ · Aϕ, multiplicant per l’esquerra per la matriu Iϕ
aquesta condicio´ equival a
−IIϕ ·wϕ = λ · Iϕ ·wϕ,
que e´s equivalent a
det (Iϕ ·wϕ IIϕ ·wϕ) = 0.
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Si desenvolupem aquest determinant expl´ıcitament obtenim∣∣∣∣Eu′ + Fv′ eu′ + fv′Fu′ +Gv′ fu′ + gv′
∣∣∣∣ = 0,
que e´s equivalent a l’equacio´ de l’enunciat. 
En un punt umbilical l’equacio´ anterior es redueix a l’equacio´ 0 = 0. En un
punt no umbilical, com que hi ha dues direccions principals de curvatura
per cada punt, dedu¨ım que el discrimant de l’equacio´ e´s positiu, de fet es
pot veure que aquest discrimant e´s H2−2K = 14(k1−k2)2. Per continu¨ıtat,
la no umbilicalitat es mante´ en un entorn d’aquest punt, i de la teoria
d’equacions diferencials podem concloure el resultat segu¨ent:
Corol·lari 3.5.8. Si p ∈ S e´s un punt no umbilical, pel punt p passen
exactament dues l´ınies de curvatura.
Exemple 3.5.9. Per l’helicoide ϕ(u, v) = (u cos v, u sin v, av) es te´ E =
1, F = 0, G = u2 + a2, e = g = 0, f = a√
∆
6= 0, on ∆ = EG − F 2. Per
tant, l’equacio´ de les l´ınies de curvatura e´s equivalent a
(v′)2 =
(u′)2
a2 + u2
.
La integracio´ d’aquesta equacio´ do´na les solucions
v = ± arcsinh u
a
+ v0,
on v0 e´s una constant.
Exemple 3.5.10. Per a la superf´ıcie de l’exemple 3.5.4 es te´:
−uv(u′)2 + (u2 − v2)(u′)(v′) + uv(v′)2 = 0,
que es pot escriure en la forma
(uu′ + vv′)(vu′ − uv′) = 0.
Les solucions so´n, d’una banda les rectes per l’origen Au + Bv = 0, amb
(A,B) 6= (0, 0), que tenen la direccio´ de uϕu + vϕv. De l’altra, les cir-
cumfere`ncies centrades en l’origen u2 + v2 = C2, on C > 0, que tenen la
direccio´ de −vϕu + uϕv.
Proposicio´ 3.5.11. Sigui S una superf´ıcie simple i ϕ : U −→ S una carta
global de S.
(1) Si F = f = 0 les corbes coordenades so´n l´ınies de curvatura.
(2) Si S no te´ punts umbilicals i f = F = 0, aleshores les u´niques l´ınies de
curvatura so´n les corbes coordenades.
(3) Si S no te´ punts umbilicals i les corbes coordenades so´n l´ınies de cur-
vatura, aleshores F = f = 0.
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Demostracio´. (1) En efecte, l’equacio´ de les l´ınies de curvatura en aquest
cas te´ la forma
u′v′(Eg −Ge) = 0,
per tant u′ = 0 i v′ = 0 so´n solucions.
(2) Si a me´s Eg − Ge no s’anul·la, aleshores l’equacio´ equival a u′v′ = 0.
Pel lema 3.4.9 les corbes coordenades so´n les u´niques solucions que so´n
corbes 1-regulars.
(3) Rec´ıprocament, si les corbes coordenades so´n l´ınies de curvatura es te´:∣∣∣∣E Fe f
∣∣∣∣ = 0, ∣∣∣∣F Gf g
∣∣∣∣ = 0.
Com que no hi ha punts umbilicals es te´ a me´s
∣∣∣∣E Ge g
∣∣∣∣ 6= 0, d’on resulta
fa`cilment que F = f = 0.

Exemple 3.5.12. En una superf´ıcie de revolucio´ els paral·lels i els meridi-
ans so´n sempre l´ınies de curvatura, i en so´n les u´niques quan la superf´ıcie
no te´ punts umbilicals.
Del teorema 2.4.7 es dedueix:
Teorema 3.5.13. Si p e´s un punt no umbilical d’una superf´ıcie S, existeix
una carta de S en l’entorn de p tal que les corbes coordenades so´n l´ınies
de curvatura (e´s a dir, F = f = 0).
3.6. S´ımbols de Christoffel.
Siguin S una superf´ıcie regular orientada, N : S −→ S2 l’aplicacio´ de Gauss
i ϕ : U −→ S una carta positiva de S. Denotem per G el tr´ıedre de Gauss
e´s a dir la matriu invertible formada per la base G = (ϕu ϕv N), on N
denota la composicio´ N ◦ ϕ. Els vectors columna de les derivades de G,
Gu =
(
ϕuu ϕvu Nu
)
, Gv =
(
ϕuv ϕvv Nv
)
s’expressen en la base G mitjanc¸ant certes components. Les components
de la tercera columna so´n els coeficients de la matriu A = (aji ) de dN en
la base (ϕu, ϕv), que ja hem estudiat pre`viament. Les components de la
tercera fila tambe´ so´n conegudes, so´n els coeficients de la segona forma
fonamental. La resta de components so´n a priori noves funcions escalars.
78 F. GUILLE´N
Definicio´ 3.6.1. Existeixen funcions Γkij : U −→ R, 1 ≤ i, j, k ≤ 2,
u´niques, anomenenades els s´ımbols de Christoffel de ϕ, tals que
ϕuu = Γ
1
11 · ϕu + Γ211 · ϕv + e ·N
ϕuv = Γ
1
12 · ϕu + Γ212 · ϕv + f ·N
ϕvu = Γ
1
21 · ϕu + Γ221 · ϕv + f ·N
ϕvv = Γ
1
22 · ϕu + Γ222 · ϕv + g ·N.
(3.1)
Observem que, de la igualtat de derivades creuades ϕuv = ϕvu, se segueix
Γk12 = Γ
k
21, si k = 1, 2.
Matricialment aquestes equacions s’expressen en la forma
Gu = G ·
Γ111 Γ121 a11Γ211 Γ221 a21
e f 0
 , Gv = G ·
Γ112 Γ122 a12Γ212 Γ222 a22
f g 0
 . (3.2)
A continuacio´ calcularem els s´ımbols de Christoffel a partir dels coeficientes
E,F,G i de les seves derivades de primer ordre. Resoldrem pre`viament un
exercici de geometria lineal.
Lema 3.6.2. Sigui (u,v,n) una base positiva de l’espai vectorial euclidia`
orientat R3 tal que la matriu de la me`trica en aquesta base e´sE F 0F G 0
0 0 1

i sigui ∆ = EG− F 2. Si w = λ1u + λ2v + λ3n, se satisfa`(
λ1
λ2
)
=
(
E F
F G
)−1
·
(
w · u
w · v
)
, λ3 = w · n. (3.3)
Demostracio´. Per obtenir (3.3), multipliquem escalarment l’equacio´ w =
λ1u + λ2v + λ3n pels vectors de la base, i obtenim el sistema d’equacions
w · u = λ1 · E + λ2 · F,
w · v = λ1 · F + λ2 ·G,
w · n = λ3,
e´s a dir, en forma matricial,(
w · u
w · v
)
=
(
E F
F G
)
·
(
λ1
λ2
)
,
per tant (
λ1
λ2
)
=
(
E F
F G
)−1
·
(
w · u
w · v
)
, λ3 = w · n.
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
Corol·lari 3.6.3. Amb les notacions anteriors, els productes vectorials en
la base (u,v,n) s’obtenen amb les fo´rmules
u ∧ v =
√
∆ · n, n ∧ u = −F√
∆
u +
E√
∆
v, v ∧ n = G√
∆
u +
−F√
∆
v. (3.4)
Demostracio´. Per a veure (3.4) n’hi ha prou tenir en compte que (u,v,n) =√
∆ i per tantu ∧ v · u n ∧ u · u v ∧ n · uu ∧ v · v n ∧ u · v v ∧ n · v
u ∧ v · n n ∧ u · n v ∧ n · n
 = √∆ ·
0 0 10 1 0
1 0 0
 .

En la situacio´ que ens interessa, (u,v,n) e´s la base (ϕu, ϕv, N)|(u,v) associ-
ada a (S, ϕ) en un punt ϕ(u, v) ∈ S. Del lema anterior se segueix que els
s´ımbols de Christoffel estan determinats pels productes escalars
∂2ϕ
∂ui∂uj
· ∂ϕ
∂uk
, 1 ≤ i, j, k ≤ 2, (u1 = u, u2 = v).
A continuacio´ demostrarem un lema que expressa aquests productes esca-
lars en funcio´ dels coeficients E,F,G.
Lema 3.6.4. Sigui ϕ : U −→ S una carta d’una superf´ıcie S. Aleshores
ϕuu · ϕu = 12Eu, ϕuv · ϕu = 12Ev, ϕvv · ϕu = Fv − 12Gu,
ϕuu · ϕv = Fu − 12Ev, ϕuv · ϕv = 12Gu, ϕvv · ϕv = 12Gv.
(3.5)
Demostracio´. Derivant les relacions E = ϕu · ϕu, G = ϕv · ϕv , se segueix
Eu = 2ϕuu · ϕu, Ev = 2ϕuv · ϕu, Gu = 2ϕvu · ϕv, Gv = 2ϕvv · ϕv.
Per tant,
ϕuu · ϕu = 1
2
Eu, ϕuv · ϕu = 1
2
Ev,
ϕuv · ϕv = 1
2
Gu, ϕvv · ϕv = 1
2
Gv.
Aleshores, tenint en compte aquests resultats i derivant F = ϕu, ϕv, resulta
Fu = ϕuu · ϕv + ϕu · ϕvu = ϕuu · ϕv + 1
2
Ev,
Fv = ϕuv · ϕv + ϕu · ϕvv = 1
2
Gu + ϕu · ϕvv,
per tant
ϕvv · ϕu = Fv − 1
2
Gu, ϕuu · ϕv = Fu − 1
2
Ev.
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
De les equacions (3.3) i (3.5) se segueix la proposicio´ segu¨ent, que expressa
els s´ımbols de Christoffel en funcio´ u´nicament dels coeficients de la primera
forma fonamental i les seves derivades de primer ordre.
Proposicio´ 3.6.5. Si ϕ : U −→ S e´s una carta d’una superf´ıcie regular S,
aleshores(
Γ111 Γ
1
12 Γ
1
22
Γ211 Γ
2
12 Γ
2
22
)
=
(
E F
F G
)−1( 1
2Eu
1
2Ev Fv − 12Gu
Fu − 12Ev 12Gu 12Gv
)
(3.6)
Exemples 3.6.6. (1) El pla en coordenades polars. Sigui
ϕ : (0,+∞)× (0, 2pi) −→ R2, ϕ(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ)
la carta del pla definida per les coordenades polars. Aleshores E = 1,
F = 0 i G = ρ2, d’on(
Γ111 Γ
1
12 Γ
1
22
Γ211 Γ
2
12 Γ
2
22
)
=
(
0 0 −ρ
0 1ρ 0
)
,
e´s a dir ϕρρ = 0, ϕρθ =
1
ρϕθ, ϕθθ = −ρϕρ.
(2) L’esfera. Siguin S = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = R2} l’esfera de radi
R, i
ϕ : (−pi/2, pi/2)× (0, 2pi) −→ S,
ϕ(u, v) = R(cosu cos v, cosu sin v, sinu),
la carta de S definida per les coordenades esfe`riques. Aleshores E = R2,
F = 0 i G = R2 cos2 u, d’on es dedueix(
Γ111 Γ
1
12 Γ
1
22
Γ211 Γ
2
12 Γ
2
22
)
=
(
0 0 sinu cosu
0 − sinucosu 0
)
i tenint en compte que e = R, f = 0, g = R cos2 u, resulta
ϕuu = R ·NS, ϕuv = sinu
cosu
ϕv, ϕvv = cosu sinu · ϕu +R cos2 u ·NS.
3.7. Geode`siques.
La geometria intr´ınseca d’una superf´ıcie es pot definir de manera informal
com el conjunt de propietats que es poden obtenir sense sortir de la su-
perf´ıcie. En aquest sentit, la me`trica del pla tangent (la primera forma
fonamental) es considera com a part de les mesures observables des de la
mateixa superf´ıcie. Per tant, formen part de la geometria intr´ınseca la
longitud d’una curva, els angles entre corbes i les a`rees de les regions de
la superf´ıcie. En aquesta seccio´ veurem que la curvatura geode`sica d’una
corba sobre S tambe´ e´s una propietat intr´ınseca.
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De les fo´rmules (3.6) dedu¨im que els s´ımbols de Christoffel formen part de
la geometria intr´ınseca. Tanmateix, com els coeficients E,F,G, les funcions
Γkij no so´n invariants per canvis de coordenades.
Vegem com podem calcular la curvatura geode`sica a partir nome´s dels
coeficients de la primera forma fonamental. Siguin ϕ : U −→ S una carta
de S, que suposarem positiva, i α : I −→ S una corba 1-regular continguda
a ϕ(U). Usarem la notacio´ N = N◦α. Si α(t) = ϕ(u(t), v(t)) e´s l’expressio´
de α en aquesta carta, de les fo´rmules (3.1) s’obte´
α′ = u′ϕu + v′ϕv,
α′′ =
(
u′′ + γ1
)
ϕu +
(
v′′ + γ2
)
ϕv + II(α
′) ·N, (6)
on
γ1 : = (u′)2Γ111 + 2u
′v′Γ112 + (v
′)2Γ122,
γ2 : = (u′)2Γ211 + 2u
′v′Γ212 + (v
′)2Γ222.
(7)
En definitiva, la component tangencial de l’acceleracio´ s’expressa en la
forma
α′′(t)T =
(
u′′ + γ1
)
ϕu +
(
v′′ + γ2
)
ϕv .
Proposicio´ 3.7.1. Siguin α : I −→ S una corba 1-regular sobre una
superf´ıcie orientada S, ϕ : U −→ S una carta positiva de S i α(t) =
ϕ(u(t), v(t)) l’expressio´ de α en la carta ϕ, aleshores
kg =
√
EG− F 2
((u′)2E + 2u′v′F + (v′)2G)3/2
∣∣∣∣ u′ v′u′′ + γ1 v′′ + γ2
∣∣∣∣
on γ1 i γ2 estan definits en la fo´rmula (7).
Demostracio´. Si c = |α′|, de 3.3.7 resulta
(α′, α′′, N) = c3 · kg.
D’altra banda, com que (ϕu, ϕv, N) =
√
EG− F 2, de (6) s’obte´
(α′, α′′, N) = (ϕu, ϕv, N) · det(ϕu,ϕv,N)(α′, α′′, N)
=
√
EG− F 2 ·
∣∣∣∣∣∣
u′ u′′ + γ1 0
v′ v′′ + γ2 0
0 II(α′) 1
∣∣∣∣∣∣ ,
d’on resulta finalment
kg =
(α′, α′′, N)
c3
=
√
EG− F 2
|α′|3
∣∣∣∣ u′ v′u′′ + γ1 v′′ + γ2
∣∣∣∣ .

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Exemple 3.7.2. La curvatura geode`sica de les corbes coordenades e´s
(kg)v=v0 =
(
Γ211
√
EG− F 2
E
√
E
)
|v=v0
,
(kg)u=u0 = −
(
Γ122
√
EG− F 2
G
√
G
)
|u=u0
.
Si F = 0, aleshores
(kg)v=v0 =
( −Ev
2E
√
G
)
|v=v0
, (kg)u=u0 =
(
Gu
2G
√
E
)
|u=u0
.
Exemples 3.7.3. (1) Per al pla en coordenades polars,
(kg)ρ=ρ0 =
1
ρ0
, (kg)θ=θ0 = 0.
(2) Per a l’esfera en coordenades esfe`riques,
(kg)v=v0 = 0, (kg)u=u0 = −
sinu0
R cosu0
.
Exemple 3.7.4. Les geode`siques del cilindre circular so´n les generatrius,
els paral·lels i les he`lices.
Des del punt de vista de la f´ısica e´s interessant considerar un altre concepte
de geode`sica proper a l’anterior. Per la segona llei de Newton, la trajecto`ria
α(t) d’una part´ıcula de massa m sotmesa a un camp de forces F satisfa`
l’equacio´
F (α(t)) = m · α′′(t).
Si una part´ıcula esta` sotmesa a un camp de forces i a me´s esta` subjecta a la
restriccio´ de desplac¸ar-se sobre una superf´ıcie S, la component normal del
camp es neutralitza amb la restriccio´, i l’equacio´ de les trajecto`ries queda
redu¨ıda a la component tangencial, que denotarem amb el sub´ındex T :
FT (α(t)) = m · α′′T (t).
En particular, un punt material restringit a moure’s sobre una superf´ıcie
S, i sobre el qual no actuen forces tangencials a S, descriu una corba amb
acceleracio´ tangencial nul·la.
De l’expressio´ α′′ = c′ · t + c2 · k, on c = |α′|, resulta:
Lema 3.7.5. Sigui α : I −→ S una corba parametritzada 1-regular sobre
S. Aleshores α′′T = 0 si, i nome´s si, α e´s una geode`sica de S amb celeritat
constant, e´s a dir, kg = 0 i |α′| e´s constant.
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Proposicio´ 3.7.6. Sigui α : I −→ S una corba 1-regular sobre una su-
perf´ıcie S. Aleshores α e´s una geode`sica de S amb celeritat constant si, i
nome´s si, {
−u′′ = (u′)2Γ111 + 2u′v′Γ112 + (v′)2Γ122 ,
−v′′ = (u′)2Γ211 + 2u′v′Γ212 + (v′)2Γ222 .
De la teoria d’equacions diferencials ordina`ries resulta el teorema segu¨ent
d’existe`ncia i unicitat de geode`siques en l’entorn d’un punt.
Corol·lari 3.7.7. Sigui S una superf´ıcie regular. Per a cada punt p ∈ S
i cada vector w ∈ TpS, no nul, existeix una u´nica geode`sica de S, amb
celeritat constant, tal que γ(0) = p i γ′(0) = w.
Exemples 3.7.8. (1) El pla hiperbo`lic. Suposem que una superf´ıcie S
admet una parametrizacio´ ϕ : H2 = {(u, v); v > 0} −→ S tal que E = G =
R2
v2 , F = 0. Aleshores les geode`siques so´n les corbes coordenades u = u0 i
els arcs de circumfere`ncia continguts a H2 amb centre a v = 0.
(2) L’esfera. Sigui S una esfera de radi 1. Sabem que els cercles ma`xims
so´n geode`siques. Com que per a cada punt i en cada direccio´ passa un
cercle ma`xim, aquestes so´n les u´niques geode`siques.
3.8. Fo´rmula de Gauss. Les propietats relacionades amb l’aplicacio´ de
Gauss d’una superf´ıcie de R3 s’han de considerar, inicialment, com a ge-
ometria extr´ınseca de la superf´ıcie, perque` per definir-les hem usat la re-
fere`ncia a l’espai ambient R3. No obstant aixo`, la fo´rmula de Gauss que
veurem a continuacio´ demostra que la curvatura de Gauss e´s una propie-
tat intr´ınseca, e´s a dir, que depe`n u´nicament dels coeficients de la primera
forma fonamental.
Hem vist al teorema 3.2.14 que si els coeficients de la primera forma fona-
mental E,F,G so´n constants, aleshores K = 0. Me´s generalment es pot
plantejar si hi ha alguna manera d’obtenir K a partir nome´s de E,F,G.
Per donar una resposta a aquest problema, si ϕ : U −→ S e´s una carta
d’una superf´ıcie regular S, estudiarem les possibles relacions que existei-
xen entre els coeficients de la primera i la segona forma fonamentals que
provenen de la igualtat entre les derivades creuades de tercer ordre de ϕ.
La primera i me´s important relacio´ que analitzarem expressa precisament
la curvatura de Gauss K en termes dels coeficients E,F,G i les seves de-
rivades, e´s a dir, K pertany a la geometria intr´ınseca. Aquesta fo´rmula
s’anomena fo´rmula de Gauss. De fet, veurem al teorema 3.9.7 que les
u´niques superf´ıcies que admeten representacions isome`triques corresponen
essencialment a les superf´ıcies reglades desenvolupables.
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En efecte, observem que la igualtat de derivades creuades de la matriu G,
Guv = Gvu, produeix 9 equacions escalars, anomenades de compatibilitat.
Aquestes equacions expressen relacions entre les funcions E,F,G, e, f, g.
Una d’aquestes relacions e´s la fo´rmula de Gauss que donem tot seguit.
Teorema 3.8.1. Fo´rmula de Gauss.
Γ212Γ
1
11 + Γ
2
22Γ
2
11 +
∂Γ211
∂v
− Γ211Γ112 − Γ221Γ212 −
∂Γ212
∂u
= EK.
Demostracio´. E´s l’equacio´ escalar que resulta d’igualar les components en
la direccio´ ϕv en l’equacio´ ϕuuv = ϕuvu (e´s el coeficient “fila 2-columna 1”de
l’equacio´ matricial Guv = Gvu). En efecte, d’una banda se satisfa`
ϕuuv = (ϕuu)v = (Γ
1
11 · ϕu + Γ211 · ϕv + e ·N)v
= (Γ111,v · ϕu + Γ211,v · ϕv + ev ·N)
+ (Γ111 · ϕuv + Γ211 · ϕvv + e ·Nv)
= (Γ111,v · ϕu + Γ211,v · ϕv + ev ·N)
+ Γ111 · (Γ112 · ϕu + Γ212 · ϕv + f ·N)
+ Γ211 · (Γ122 · ϕu + Γ222 · ϕv + g ·N) + e · (a12ϕu + a12ϕv).
Per tant, la component en la direccio´ ϕv de ϕuuv e´s
Γ211,v + Γ
1
11 · Γ212 + Γ211 · Γ222 + e · a22.
De la mateixa manera es demostra que la component en la direccio´ ϕv del
vector ϕuvu e´s
Γ212,u + Γ
1
12 · Γ211 + Γ212 · Γ221 + f · a21.
Igualant ambdues components obtenim l’equacio´
Γ211,v + Γ
2
12Γ
1
11 + Γ
2
22Γ
2
11 − Γ212,u − Γ211Γ112 − Γ221Γ212 = −(e · a22 − f · a21).
De les equacions de Weingarten es dedueix(
e f
)
= − (E F)(a11 a12
a21 a
2
2
)
,
per tant, tenint en compte
e · a22 − f · a21 =
(
e f
)( a22
−a21
)
,
dedu¨ım
e · a22 − f · a21 = −
(
E F
)(a11 a12
a21 a
2
2
)(
a22
−a21
)
= − (E F)(a11a22 − a12a21
0
)
= −EK,
que demostra la fo´rmula de Gauss. 
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Un cas particular de la fo´rmula de Gauss e´s la proposicio´ 3.2.14.
Corol·lari 3.8.2. Siguin S i S˜ dues superf´ıcies orientades de R3 i ϕ :
U −→ S, ψ : U −→ S˜ cartes de S i S˜ respectivament. Si Iϕ = Iψ,
aleshores KS(ϕ(u, v)) = KS˜(ψ(u, v)), per a tot (u, v) ∈ U .
Observacio´ 3.8.3. (1) La fo´rmula de Gauss es pot expressar u´nicament en
termes de E,F,G i les seves derivades, sense usar els s´ımbols de Christoffel.
Un llarg ca`lcul permet demostrar que aquesta fo´rmula es redueix a
4∆2K =− 2∆(Evv − 2Fuv +Guu)
+ E(EvGv − 2FuGv +G2u)
+ F (EuGv − 2EvFv − EvGu + 4FuFv − 2FuGu)
+G(−2EuFv + EuGu + E2v).
Aquesta fo´rmula es sime`trica, en el sentit de que si intercanviem la variable
u per la variable v obtenim la mateixa fo´rmula. La darrera fo´rmula es pot
expressar de la forma segu¨ent:
K∆2 = det
−12Evv + Fuv − 12Guu 12Eu Fu − 12EvFv − 12Gu E F
1
2Gv F G

− det
 0 12Ev 12Gu1
2Ev E F
1
2Gu F G
 ,
que trobareu a la literatura amb el nom de fo´rmula de Brioschi. Vegeu
http : //en.wikipedia.org/wiki/Gaussian curvature.
Demostracio´. Vegem una demostracio´ alternativa de la fo´rmula de Brioschi.
De les fo´rmules 3.2.4 i 3.2.7 s’obte´
K =
(ϕu, ϕv, ϕuu)(ϕu, ϕv, ϕvv)− (ϕu, ϕv, ϕuv)2
(EG− F 2)2 .
Ara be´,
(ϕu, ϕv, ϕuu)(ϕu, ϕv, ϕvv) = det
(
(ϕu, ϕv, ϕuu)
> · (ϕu, ϕv, ϕvv)
)
= det
 ϕu · ϕu ϕu · ϕv ϕu · ϕvvϕv · ϕu ϕv · ϕv ϕv · ϕvv
ϕuu · ϕu ϕuu · ϕv ϕuu · ϕvv
 ,
i ana`logament
(ϕu, ϕv, ϕuv)
2 = det
ϕu · ϕu ϕu · ϕv ϕu · ϕuvϕv · ϕu ϕv · ϕv ϕv · ϕuv
ϕuv · ϕu ϕuv · ϕv ϕuv · ϕuv
 .
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Cada determinant d’ordre 3×3 de l’expressio´ anterior es pot desenvolupar
per la primera columna, usant la regla de Laplace. Les expressions ϕuu ·ϕvv
i ϕuv · ϕuv apareixen multiplicades pel mateix factor (ϕu · ϕu)(ϕv · ϕv) −
(ϕu ·ϕv)2. Per tant, e´s possible manipular els determinants de manera que
(ϕu, ϕv, ϕuu)(ϕu, ϕv, ϕvv)− (ϕu, ϕv, ϕuv)2
= det
 ϕu · ϕu ϕu · ϕv ϕu · ϕvvϕv · ϕu ϕv · ϕv ϕv · ϕvv
ϕuu · ϕu ϕuu · ϕv ϕuu · ϕvv − ϕuv · ϕuv

− det
ϕu · ϕu ϕu · ϕv ϕu · ϕuvϕv · ϕu ϕv · ϕv ϕv · ϕuv
ϕuv · ϕu ϕuv · ϕv 0
 .
D’altra banda, de les relacions (3.5) obtenim
ϕuu · ϕvv − ϕuv · ϕuv = ((ϕu · ϕvv)u − ϕu · ϕvvu)
− ((ϕu · ϕuv)v − ϕu · ϕuvv)
= (ϕu · ϕv)vu − (1
2
(ϕv · ϕv)u)u − 1
2
(ϕu · ϕu)vv
= −1
2
Evv + Fuv − 1
2
Guu
per tant, usant de nou les relacions (3.5),
(ϕuu, ϕu, ϕv)(ϕvv, ϕu, ϕv)− (ϕuv, ϕu, ϕv)2
= det
−12Evv + Fuv − 12Guu 12Eu Fu − 12EvFv − 12Gu E F
1
2Gv F G

− det
 0 12Ev 12Gu1
2Ev E F
1
2Gu F G
 ,
d’on se segueix la fo´rmula de Brioschi. 
(2) Si apliquem la simetria que intercanvia u i v a la fo´rmula de Gauss
obtenim la fo´rmula equivalent:
Γ121Γ
2
22 + Γ
1
11Γ
1
22 +
∂Γ122
∂u
− Γ122Γ221 − Γ112Γ121 −
∂Γ121
∂v
= GK.
Quan, per exemple, Γ122 = Γ
2
22 = 0, aquesta segona versio´ de la fo´rmula de
Gauss e´s me´s senzilla que la del teorema 3.8.1. En efecte, en aquest cas la
fo´rmula de Gauss, en la segona versio´, es redueix a
−Γ112Γ121 −
∂Γ121
∂v
= GK.
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Aixo´ s’aplica a les superf´ıcies amb ϕvv = 0.
Exemples 3.8.4. Vegem unes variants de la fo´rmula de Gauss quan F = 0.
(1) Si F = 0 (coordenades ortogonals) l’equacio´ de Gauss, a¨ıllant els
s´ımbols de Christoffel en funcio´ de E i G, queda en la forma
K = − 1
2
√
EG
{(
Ev√
EG
)
v
+
(
Gu√
EG
)
u
}
.
(2) Si E = 1, F = 0 i G = G(u, v) (coordenades geode`siques polars)
aleshores K = − (
√
G)uu√
G
.
(3) Si E = G = λ2(u, v) i F = 0 (carta conforme) aleshores K =
− 1λ2∆(log λ).
Exemples 3.8.5. Vegem alguns exemples concrets d’aplicacio´ de la fo´rmula
de Gauss.
(1) En la memo`ria de Riemann de 1854 (vegeu [R]) trobem la primera
forma fonamental
E = G =
1(
1± 14R2 (u2 + v2)
)2 , F = 0.
Aplicant la fo´rmula de Gauss obtenim K = ± 1R2 .
Per al signe “+”, aquests so´n els coeficients de la carta de l’esfera de radi
R que s’obte´ fent la projeccio´ estereogra`fica.
Per al signe “−”, el domini e´s un disc de radi 2R, que e´s el model del
pla hiperbo`lic anomenat disc de Poincare´. El disc de Poincare´ no prove´,
globalment, d’una superf´ıcie de R3.
(2) Si H2 = {(u, v) ∈ R2; v > 0} i
E = G =
R2
v2
, F = 0,
aleshores K = − 1R2 . Aquest e´s un model del pla hiperbo`lic anomenat se-
mipla` de Poincare´. Com pel disc de Poincare´, no existeix cap superf´ıcie de
R3 amb aquestes propietats.
(3) Si E = G = 1 i F = cos θ(u, v) (coordenades de Txebixev) aleshores
K = − θuvsin θ .
3.9. Teorema de Bonnet.
Estudiem en primer lloc la invaria`ncia per desplac¸aments dels elements de
la geometria d’una superf´ıcie que depenen de l’aplicacio´ de Gauss.
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Teorema 3.9.1. Siguin (S,N) una superf´ıcie orientada de R3 i F : R3 −→
R3 un desplac¸ament positiu de l’espai, F (x) = p0 + L(x), on L e´s una
rotacio´ de R3. Aleshores
(1) S˜ := F (S) e´s una superf´ıcie, N˜(p) := L(N(p)) e´s una orientacio´ de S˜ i
dF (p)N˜ = L ◦ dpN.
Amb aquestes orientacions es te´:
(2) Si ϕ : U −→ S e´s una carta positiva de S, aleshores ϕ˜ := F ◦ ϕ e´s
una carta positiva de S˜. Els coeficients de la primera i de la segona forma
fonamentals de S en la carta ϕ i els de S˜ en la carta ϕ˜ coincideixen:
Iϕ = Iϕ˜, IIϕ = IIϕ˜.
Corol·lari 3.9.2. Siguin (S,N) una superf´ıcie orientada de R3, F : R3 −→
R3 un desplac¸ament positiu de l’espai, F (x) = p0 + L(x), S˜ := F (S) i
N˜(p) := L(N(p)). Aleshores F indueix per restriccio´ una aplicacio´ f :
S −→ S˜ tal que
(1) f preserva la curvatura normal i la curvatura geode`sica: siguin α : I −→
S una corba parametritzada regular sobre S i α˜ := f ◦ α. Si denotem per
kn(t) i kg(t) la curvatura normal i geode`sica, respectivament, de α respecte
de (S,N) i per k˜n i k˜g la curvatura normal i geode`sica, respectivament, de
α˜ respecte de (S˜, N˜), aleshores
kn = k˜n, kg = k˜g.
(2) f preserva les curvatures K,H, e´s a dir,
KS˜(f(p)) = KS(p), HS˜(f(p)) = HS(p), ∀p ∈ S.
(3) f transforma l´ınies de curvatura, asimpto`tiques i geode`siques de S en
l´ınies de curvatura, asimpto`tiques i geode`siques de S˜, respectivament.
Exemple 3.9.3. Sigui ϕ(u, v) = (a(u) cos v, a(u) sin v, b(u)) una superf´ıcie
de revolucio´. Les rotacions amb eix Oz deixen la superf´ıcie invariant, per
tant la primera i la segona forma fonamentals no varien en efectuar una
rotacio´. Aquest fet es posa de manifest comprovant que els coeficients
E,F,G, e, f, g no depenen de la variable v.
El teorema fonamental de la teoria local de superf´ıcies e´s una versio´ per a
superf´ıcies de l’espai del teorema fonamental de la teoria local de corbes
del pla. Les corbes del pla estan caracteritzades per la longitud de l’arc s
i la curvatura κ. En el cas de les superf´ıcies, aquesta informacio´ s’ha de
substituir pels coeficients de les dues formes fonamentals E,F,G, e, f, g,
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que inclouen impl´ıcitament les dues curvatures K i H. Aquestes funcions
E,F,G, e, f, g no so´n independents, com ja hem observat amb la fo´rmula
de Gauss.
Vegem me´s relacions entre els coeficients E,F,G, e, f, g. Igualant les com-
ponents normals en les equacions vectorials
ϕuuv = ϕuvu, ϕvuv = ϕvvu
obtenim les equacions segu¨ents:
Teorema 3.9.4. Equacions de Mainardi-Codazzi.
ev − fu = eΓ112 + f(Γ212 − Γ111)− gΓ211,
fv − gu = eΓ122 + f(Γ222 − Γ121)− gΓ221.
Observeu que la segona equacio´ s’obte´ a partir de la primera intercanviant
u per v i tots els canvis associats, e´s a dir, l’´ındex 1 per l’´ındex 2, els
coeficients (E,F,G) per (G,F,E) i els coeficients (e, f, g) per (−g,−f,−e).
El conjunt format per l’equacio´ de Gauss i les equacions de Mainardi-
Codazzi s’anomena les equacions de compatibilitat entre la primera i la
segona formes fonamentals. Es podria esperar que les restants equacions
que s’obtenen de l’equacio´ matricial Guv = Gvu, o be´ igualant derivades
creuades d’ordre superior, donessin noves relacions entre els coeficients de
la primera i la segona formes fonamentals. Aixo` no e´s cert, com demostra
el resultat segu¨ent, que a me´s garanteix l’existe`ncia (local) d’una superf´ıcie
amb coeficients E,F,G i e, f, g donats a priori, sempre que se satisfacin
les equacions de compatibilitat entre ells, i tambe´ la unicitat d’aquesta
superf´ıcie, llevat de desplac¸aments positius de R3.
Teorema 3.9.5. Teorema fonamental de la teoria de superf´ıcies o teorema
de Bonnet. Siguin V un obert de R2 i E,F,G, e, f, g : V −→ R funcions
diferenciables tals que E > 0, EG − F 2 > 0 i satisfent les equacions de
compatibilitat (Gauss i Mainardi-Codazzi). Aleshores:
(1) Per a cada q ∈ V existeix un entorn obert U de q en V i una aplicacio´
diferenciable ϕ : U −→ R3 tals que S := ϕ(U) e´s una superf´ıcie regular i
ϕ e´s una carta global de S amb coeficients de la primera i segona forma
fonamentals donats per (E,F,G, e, f, g). Sobre l’obert U , l’aplicacio´ ϕ esta`
determinada de manera u´nica, llevat de moviments positius de l’espai.
(2) Si V e´s convex, existeix una aplicacio´ diferenciable ϕ : V −→ R3,
definida en V , tal que ϕ e´s una superf´ıcie parametritzada regular, pero`
no necessa`riament injectiva, amb coeficients de la primera i segona forma
fonamentals donats per (E,F,G, e, f, g). L’aplicacio´ ϕ e´s u´nica, llevat de
moviments positius de l’espai.
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La demostracio´ del resultat anterior consisteix a resoldre el sistema d’equa-
cions diferencials en derivades parcials de primer ordre que ha de satisfer
el tr´ıedre de Gauss G. Siguin
A :=
Γ111 Γ121 a11Γ211 Γ221 a21
e f 0
 , B :=
Γ112 Γ122 a12Γ212 Γ222 a22
f g 0
 .
aleshores es te´:
Gu = G · A, Gv = G · B, (3.7)
i les equacions de compatibilitat entre la primera i la segona formes fona-
mentals equivalen a les condicions d’integrabilitat Guv = Gvu del teorema de
Frobenius (vegeu [S1]). Les condicions de Frobenius s’obtenen com segueix.
Derivant a (3.7) obtenim
Guv = Gv · A+ G · Av = G · B · A+ G · Av = G(B · A+Av),
Gvu = Gu · B + G · Bu = G · A · B + G · Bu = G(B · A+ Bu),
Per tant, Guv = Gvu equival a
A · B + Bu = B · A+Av.
Exemples 3.9.6. (1) Pel teorema de Bonnet, existeix una superf´ıcie pa-
rametritzada regular ϕ : R2 −→ R3 tal que
E = 1, F = 0, G = 1, e = 0, f = 0, g = 1.
(2) Siguin U = {(u, v) ∈ R2; v > 0} i
E = G = e = −g = 1
v2
, F = f = 0.
Aquestes dades satisfan l’equacio´ de Gauss, pero` no les de Mainardi-Codazzi,
per tant no corresponen a una superf´ıcie parametritzada.
Com aplicacio´ de les equacions de Mainardi-Codazzi, demostrem per aca-
bar que les u´niques superf´ıcies amb K = 0 sense punts plans so´n les
superf´ıcies desenvolupables. Una carta isome`trica s’anomena tambe´ un
desenvolupament de la superf´ıcie sobre el pla.
Teorema 3.9.7. Sigui S una superf´ıcie regular tal que K = 0. Si p ∈ S
no e´s un punt pla, existeix una carta ϕ : U −→ S a l’entorn de p tal que ϕ
e´s la restriccio´ a un obert d’una superf´ıcie reglada desenvolupable.
Demostracio´. Si p e´s un punt no umbilical de S, per 3.5.13 existeix una
carta ϕ : U → S a l’entorn de p tal que f = F = 0. Suposem que la
curvatura principal de les corbes u = u0 e´s k2 = 0. Aleshores g = 0 i
e 6= 0. Per les equacions de Mainardi-Codazzi 3.9.4 se segueix Γ122 = 0,
per tant G no depe`n de u i de 3.7.2 que les corbes coordenades u = u0
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tenen curvatura geode`sica 0. Com que tambe´ so´n asimpto`tiques, resulta
que so´n rectes. Per veure que ϕvv = 0 ens caldria que Γ
2
22 = 0. Aixo` no
e´s cert a priori, pero` es pot aconseguir mitjanc¸ant el canvi de para`metres
que reparametritza les corbes coordenades u = u0 pel para`metre longitud
de l’arc:
(s, t) = h(u, v) =
(
u,
∫ v
v0
√
G(v)dv
)
.
Aix´ı obtenim una nova carta ψ(s, t) = ϕ(h−1(s, t)) que satisfa` g = F =
f = 0 i, a me´s, G = 1. Per tant g = Γ122 = Γ
2
22 = 0 i ψtt = 0. En definitiva,
ψ e´s una superf´ıcie reglada desenvolupable. 
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